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RESUMO

0 presente artigo descreve sucintamente um procedimento alternativo para
a obtengdo de uma varidvel aleatdria de distribuicdo gaussiana. Posteriormente,
é efetuada uma analise comparativa entre a velocidade de um método tradicional
que utiliza convolugbes e o exposto aqui, 0 qual é otimizado de forma a
aproveitar-se, a0 maximo, a eficiéncia do ambiente utilizado.

ABSTRACT

This paper describes an alternative procedure to generate a normally
distributed random variable. Moreover, a comparative analysis has been done
between the velocity of a popular method that uses convolutions and the
optimized method exposed here, which takes advantage of the working
environment.
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1. INTRODUGAO

0s ultimos anos, com o incremento subs-

tancial da-velocidade de processamento dos

sistemas computacionais, o desenvolvi-
mento de programas para simulagdo tem-se torna-
do cada vez mais atraente. Um exemplo da aplica-
bilidade de tais programas pode ser visto em [BRA:
84] e em [CHA 89]. O requisito basico em tais am-
bientes é a geragdo de varidveis aleatdrias com
distribui¢do gaussiana. Esta talvez seja a mais im-
portante distribuigdo continua ndo uniforme utili-
zada. Também chamada de normal, é definida pe-
la seguinte equacdo:

1 X 2
Fx) = — f et /24
ey mR TR

onde a varidve! aleatdria X tera média nula e des-
vio padrdo unitdrio. Esta restricdo pode ser facil-
mente eliminada, utilizando-se uma varidvel auxi-
liar Y, a qual terd média e desvio padrao

Y =u+ oX (2)

Segundo [GOD 90], um método de geragdo
de uma varidvel aleatéria comumente utilizado na
pratica estd fundamentado no Teorema do Limite
Central, o qual afirma que a convolugdo de infini-
tas varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas terd distribuicdo gaussiana. Na
pratica, devido a impossibilidade de se utilizar a
convolugdo com infinitos termos, obtém-se exce-
lentes resultados com 12 a 48 convolugdes. Parti-
cularmente, em [CHA 89], foram utilizadas 19
convolugdes. Deve-se ter em mente 0 compromis-
so entre rapidez e a precisdo obtida, pois um nu-
mero elevado de convolugdes aumenta a precisao
dos resultados, diminuindo, em contrapartida, a
velocidade de execugdo.

No prdximo item, apresenta-se o0 método po-
lar descrito em [KNU 81], desenvolvido por G.E.P.
Box, M.E. Muller e G. Marsaglia, no final da déca-
da de 50.

2. METODO POLAR PARA

GERAGAO DE DISTRIBUIGOES

GAUSSIANAS

Por meio deste algoritmo poder-se-d calcular
até duas varidveis aleatdrias independentes e de
distribuicGes gaussianas, X, e X,, conforme deta-
Ihado a seguir:

Passo 1: Inicialmente, geram-se duas varid-
veis aleatdrias independentes, U, e U,, uniforme-
mente distribuidas entre 0 e 1. Entdo, criam-se
duas varidveis auxiliares V, e V,, uniformemente
distribuidas entre — 1 e + 1:

Vl = 2U1 —; 1 (3)
V, =g, 1 (4)

Na maioria dos computadores, neste passo, seria
conveniente ter-se V4 e V, representadas no for-

mato de ponto flutuante.
Passo 2: Determina-se o valor de S:

S =V’ + Vv, (5)

Passo 3: Se S > 1, retorna-se ao passo 1
(Pode-se demonstrar que 0s passos 1, 2 e 3 serdo
executados em média 1.27 vezes, com um desvio
padrdo de 0.587).

Passo 4: Atribui-se a X, e X, 0s seguintes

valores:
—2InS
Xp = V) —oe ©)
S
o NPT :
e S (7)

As varidveis obtidas X, e X, possuem a dis-
tribuicdo gaussiana desejada. '

No préximo item é efetuada a prova de que tal
procedimento gera as distribuigies normais.

3. DEMONSTRAGAO DA
VALIDADE DO METODO

POLAR

Neste item, utilizam-se as propriedades ele-
mentares da Geometria Analftica e do Cdlculo Inte-
gral e Diferencial.

Se S <1 no passo 3, o ponto no plano carte-
siano com coordenadas (V4, V,) serd um ponto
aleatdrio uniformemente distribuido dentro de um
circulo de raio unitdrio. Transformando-se para
coordenadas polares, obtém-se:

V; = Rcos® (8)
V, = Rsen® (9)

e portanto:
Si= R? (10)

X, =+ —2InS cos® (11)
X, =+ —21nS sen® (12)

Efetuando-se uma mudanca de varidveis:

X, = R cos @ (13)
X, = R’sen® - (14)
onde:
R =+ —-2InS (15)
@' =0 (16)

Sabendo-se que as varidveis R e © sdo inde-
pendentes dentro do circulo de raio unitario, pode-
se afirmar que R’ e ® 'também o sdo. Além disso,
©e, por conseguinte, @ ‘estdo uniformemente dis-
tribuidas entre 0 e 2.

A probabilidade de que R’ < r serd a proba-
bilidade de que — 2 In S.< r2, isto €, a probabili-
dade de que S > eT/2. Isto serd igual a
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1 —e~12/2, yisto que S = R? estard uniforme-
mente distribuido entre 0 e 1.

A probabilidade de que R’ esteja entre rer
+ dr serd, portanto, a diferencial de 1 — e™“/2,
ou seja, re~'“/2 dr. Analogamente, a probabili-

dade de que @' esteja entre 6 e 9 + do serd
1/(2n) de:

Conseqiientemente, a probabilidade conjunta
de que X; < x; e de que X, < x, podera ser es-
crita como:

J{(r,e)l'rcose < xg,r8en § < xz}z—lﬂ—e'rz/zrdrde =

Il

1
. ElEIXI X2 ax

Isto prova que X, e X, sdo varidveis gaussia-
nas independentes, conforme € desejado.

4. OTIMIZAGAO COMPUTACIONAL DO

METODO POLAR

0 método polar, na forma como se descreve
no item 2, é bastante eficiente. Entretanto, uma
otimizacdo poderd ser conseguida efetuan-
do-se-uma mudanca de escala, a fim de suprimir
todas as operagdes redundantes dentro da rotina
que determinard a fungdo gaussiana. Neste traba-
lho, uma otimizacdo adicional foi efetuada, consi-
derando a implementacdo da rotina no ambiente
de programacdo TURBO C, versdo 2.0. A geragdo
das varidveis randmicas U, e U, estd descrita
detalnadamente em [MIL 88]. Na seqiiéncia, €
apresentada a forma final da rotina:

/% % % Método Polar Otimizado. # % %/
/% Autor: Dulte José de Barros data: 18/08/90 #/
/% Includes & defines #/
include < math.h >
#define M 2147483647
#define A1 48271
#define A2 6962]
Hdefine Q1 44488
#define Q2 30845
#define R1 3399
#define R2 23902
#define KP 1.07374182E9
/% ¥ % Varidveis globais estéticas: % % %/
static long seed1 = 1;
static long seed2 = 1,
/% % % gauss (med, desv) Funcdo que gera um numero ran-
d6mico com distribuigdo gaussiana de média ‘‘med’’ e desvio
padrdo ‘‘desv’’, a partir de duas varidveis randémicas indepen-
dentes e uniformemente distribuidas pelo método polar otimiza-
do. %k %/
float gauss (float med, float desv)

float v1,v2,s;

while (vi = ((seed1 = seed1 % Q1 % A1 — seed1 / Q1
% R1) < = 0 ? seedl += M : seedl) — KP,
v2 = ((seed2 = seed2 % Q2 # A2 — seed2 / Q2
% R2) < =07seed 2 += M : seed2) — KP,
s =vl xvl +v2 % v2, s = 1.15292150E18);

return med + desv % v1 % sqrt ((83.1776617 — 2 %

log(s)) /s);

5. ANALISE DA EFICIENCIA

PROPORCIONADA PELO

METODO POLAR

A fim de efetuar-se uma comparacdo real en-
fre os métodos das convolugdes (fundamentado
no Teorema do Limite Central), e o método apre-
sentado acima, um teste simulado foi executado,
cbtendo-se os seguintes resultados:

1
ﬁj{(x,y)IX<xl, y <x3}

(322 4y dy _

1 %y
A e d 17
27T ~00 Y ( )

Teste de otimizagdo da fun¢do Gauss.
AMBIENTE: PC-AT 12 MHz com turbo e sem o co-processador
80287 (velocidade 6.9 vezes maior em relacéo ao IBM-PC pa-
drédo, de 4.77 MHz).

LINGUAGEM: TURBO C versédo 2.0 (As opgdes de otimizagdo
do TURBO C foram deixadas no modo default).

Tempo de execucdo para 10000 iteracdes:

1) Método das convolugdes com n__conv = 48: 329.9s
2) Método otim. das conv. com n__conv = 48: 259.5s
3) Método das convolugdes com n__conv = 36: 250.9s
4) Método otim. das conv. com n__conv = 36: 198.0s
5) Método das convolugées com n__conv = 12: 93.5s
6) Método otim. das conv. com n__conv = 12: 75.5s
7) Método polar otimizado 51.2s

6. CONCLUSAD

Com base nos resultados do item anterior,
nota-se uma sensivel melhora na velocidade de
geracdo da varidvel aleatdria gaussiana. Observa-
se um ganho superior a 400% em relagdo ao mé-
todo fundamentado no Teorema do Limite Central,
otimizado para 48 convolugdes. Vale ressaltar que
este dltimo é, por natureza, um método aproxima-
do, enquanto o método polar possui um limite de
precisdo imposto apenas pelo ambiente de progra-
macdo, sendo conseqiientemente mais preciso.

0 programa apresentado no item 4 imple-
menta apenas uma varidvel aleatdria gaussiana.
Porém, conforme visto no item 2, o método polar
consegue gerar simultaneamente até duas varid-
veis aleatorias de distribuicdo gaussiana, o que fa-
cilita a simulagdo para cddigos multiniveis. Assim,
caso seja necessério, pode-se alterar o programa
anterior para que, com um aumento minimo de
«overhead», forneca como saida estes dois valo-
res.
R S R e e e I )
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