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Resumo. Este trabalho tem por objetivo apresentar um modelo
para determinagdo da resposta de placas refor¢adas por vigas
utilizando uma abordagem analitica. Os modelos incluem vigas
dos tipos L e T invertida e uma placa refor¢gada por uma viga L
submetida a um carregamento distribuido e considerando as on-
das transversais € os efeitos das ondas propagando-se no plano
da placa. Este modelo pode ser usado para a determinagdo dos
fatores de acoplamento de estruturas a serem utilizadas em uma
anélise de SEA (Andlise Estatistica Energética). Este método é
extremamente Util devido ao baixo tempo de processamento com-
parado aos métodos existentes e a precisdo ser consideravel-
mente boa especialmente nas altas frequéncias. Os resultados
obtidos sdo validados comparando-se com o Método dos Ele-
mentos Finitos.
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Abstract. This paper presents the development of a vibration
model of reinforcing beams such as used in offshore platforms
structures. Beams are modeled as two plates welded in L and T
shapes, representing the web and flanges. Flexural and in-plane
shear waves are considered in both plates. Results produced by
this model were compared to Finite Elements results showing
excellent agreement. Computational costs are significantly
reduced when compared to Finite Element models.
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1. Introducio

Plataformas “offshore” caracterizam-se pela alta concentragio de mé-
quinas e equipamentos de grande porte instalados diretamente sobre a estru-
tura principal. As vibragdes geradas por estas fontes propagam-se a grandes
distdncias, atingindo, por exemplo, a regido dos alojamentos, nos quais os
niveis de ruido causados pelas vibragSes da estrutura devem ser controlados.

A estrutura de uma plataforma é composta basicamente de placas refor-
cadas por vigas, conforme Figuras 1.1.a e 1.1.b. As vigas, cuja finalidade é
suportar o peso das mdquinas e equipamentos instalados, sdo dispostas em
forma de grelhas e tém dimensdes que vio até 5,0 m de comprimento, 0,5 m de
altura, espessura da alma de 20 mm e largura da base de 0,2 m e sdo dispostas,
na maioria das vezes, de 0,5 m a 2,0 m de distincia umas em relagdo as outras.
As placas tém espessuras variando de 5 mm a 10 mm.

Na determinagéo do fluxo de energia e da energia vibratéria de um com-
ponente estrutural, o conhecimento da média espacial da velocidade é sufici-
ente. Um dos métodos utilizados para a determinagfo da resposta de estrutu-
ras € o Método dos Elementos Finitos (MEF). O problema apresentado pelo
MEF € a limita¢do em relagdo ao tempo de processamento. Nas altas freqiién-
cias, em que o comprimento de onda é menor, necessita-se de um nimero
elevado de elementos para a correta representagio do modelo, tornando esse
método invidvel para estruturas de grande porte.

Anilises das vibracoes destas estruturas podem também ser feitas atra-
vés da Anilise Estatistica Energética — SEA. Segundo Lyon (1975), SEA foi
desenvolvido como uma metodologia de abordagem do problema de vibra-

¢des de estruturas complexas, utilizando métodos analiticos e experimentais.
A variavel primdria deste método € a energia, pois permite tratar de sistemas
estruturais e acisticos. Este método € utilizado somente em altas freqiiéncias,
nas quais a densidade modal é normalmente elevada. Porém, o uso de SEA
exige o conhecimento de pardmetros ainda em estudo, como o fator de perda
por acoplamento e a eficiéncia de irradiagdo. Dentre os pardmetros relaciona-
dos a esta metodologia de andlise o fator de acoplamento é o que requer a mais
cuidadosa determinagdo, devido a grande influéncia que as vigas de reforgo
exercem sobre o fluxo de energia entre as chapas.

Os métodos utilizados para determinag@o dos parimetros de SEA sio
analiticos e proporcionam uma resposta mais precisa, além de permitirem an4-
lises em estruturas de maiores dimensdes e em altas freqiiéncias. Permite tam-
bém a andlise apenas em uma faixa de freqiiéncia de interesse.

As andlises de placas refor¢adas geralmente consideram o modelo da
placa acoplada com o modelo da viga. Porém, o modelo da viga ndo considera
as ressondncias préprias da alma e da aba. O objetivo deste trabalho consiste
em determinar a resposta média espacial, em faixas de freqiiéncia, utilizando
um modelo deterministico. As vigas sdo modeladas como placas acopladas e
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sua resposta € determinada analiticamente. Para a correta determinagio da
resposta da estrutura, é necessirio o conhecimento das fungdes-resposta em
freqiiéncia do tipo mobilidade ao longo da linha de unido entre as placas. Para
isso, torna-se necessario, em uma primeira etapa, desenvolver um modelo de
vigas considerando as ondas de flexdo e de cisalhamento no plano da alma e
das abas da viga, bem como o acoplamento entre essas ondas na unifio das
placas.

(b)

FIGURA 1.1: a) Vista de uma parede tipica de plataformas offshore.
b) Vista inferior de um piso tipico utilizado em plataformas offshore.

2. Vibracdes em placas finas
2.1. Ondas de flexdao em placas finas

Neste modelo, sdo consideradas ondas de flexdo em placas finas, cuja
aplicagdo € adequada para espessuras até um décimo do comprimento de onda.
Nesse caso, para espessuras da ordem de 10 mm a faixa de freqiiéncia de
interesse pode estender-se até 5000 Hz, aproximadamente. Os problemas de
propagacdo de energia vibratéria em estruturas offshores concentram-se na
faixa até 2000 Hz.
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Considerando uma placa de espessura h, como mostrado na Figura 2, e
um elemento diferencial de placa de dimensoes dx e dy, atuam nesse elemento
forgas cortantes, momentos fletores € momentos torgores. O carregamento
externo distribuido é representado por q(x,y,t).

dx
X

. } g
Q+a—Qde
*.9x

+%dy

R
N ay Qy +a_yydy

M

FIGURA 2 - Elemento de placa fina indicando os esforgos internos
e carregamento transversal externo.

Realizando o equilibrio dinimico desse elemento diferencial, obtém-se
a equagio governante para o movimento de uma placa fina, submetida a um
carregamento distribuido pode ser escrita como:

*w(x,y,t)
ot?

2.2. Ondas no plano em placas finas

DV*w(x,y,t)+ph =q(x,y,t) (1)

Para um elemento de placa submetido somente a for¢as no plano, con-
forme Fig. (2), tem-se os esfor¢os por unidade de comprimento N: e N,
decorrentes da distribui¢do das tensdes normais ox e o€ o esfor¢o cortante
N, gerado por Tay.

FIGURA 3 — Esquema de placa fina submetida a carregamentos no plano.
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Os esforgos que atuam no elemento podem ser escritos como
(Hwang, 1973):

Eh ,du  _ov
N =— (—+VvV—
* 1—v2(ax+vay) (<)
Eh 0v _du
N, = — +V— 3
’ l—vz(ay ax) (%)
Eh odu ov
=21 oy Tox (4)
A equagdo resultante para o movimento na dire¢do x é
2 _ 2 — 2 2
au+(1 V) o u_ (@ V)pau+(l+v) % -0 (5)

ox* 2 oy’ E of 2 oxdy
Procedendo-se de forma andloga para a diregcdo y obtém-se a equagdo
do movimento nesta diregdo:

2 . 2 2 - 2 2
(1+V)8u+(1 v)a:+a_:_(1 V)pa_:z=0 (6)
2 oxdy 2 ox* dy E ot
As Equacgdes (5) e (6) resultantes, acopladas em x e y através dos
termos u e v descrevem o movimento resultante no plano da placa.

2.3. Solugoes para ondas de flexao

Reescrevendo a Equagdo (1), que descreve o movimento de uma placa
fina, submetida a um carregamento distribuido g(x,y,z) € fazendo-se esse

carregamento distribuido igual a zero, tem-se

a*w(x,y,t)
L1 (7)
at?
Considerando uma placa bi-apoiada, a expressdo geral que satisfaz a
equagdo diferencial (7) pode ser expressa na seguinte forma, sendo ky descrito
por (28):

wix,y)= v, (xben(k, y)e™ (8)

n=1
As fungdes bases Wi(x), cujas constantes sdo determinadas através
das condigdes de contorno aplicadas nas bordas, sdo dadas por:

DV*w(x,y,t)+ph

Xx)=A,e"* +A,e?" +A e +A,eM" 9
Vo 1 3 4 ’ (9)

sendo
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5, =ylC+K* (10)
s, =k K, (11)
s, =—lk+k* =5, , (12)
s, =~k -k* =5, » (13)

k=

) (14)

Assim, a resposta transversal da placa pode ser escrita como:

w(x,y) = Z{An e +A, e +A e +A et }sen(ky y)ej“" (15)
n=l
e as constantes A, Az, A3, e Ay sdo determinadas pela aplicagdo das
condi¢des de contorno de bordas livres.

2.4. Solugdes para ondas no plano

As configuragdes de forgas no plano estdo ilustradas na Figura 3.
As Equagdes 5 e 6 sdo as equagdes diferenciais do movimento no plano e
sdo acopladas. Estas equagbes devem ser desacopladas de forma a obter as
expressoes para os componentes do nimero de onda na diregio x. Isto é
solucionado escrevendo-se as respostas u e v no plano em termos de fungdes
potenciais para a deformacgdo longitudinal e rotacdo cisalhante, representada
por ¢u € Y , respectivamente, como segue:

99, , 9y
y)=—te L O¥s 6
u(x,y) ax+ay (16)
99, _ oy
y) =T 17
v(x,y) 3 (17)
e as fungbes potenciais sdo dadas por:
q)d:E(x)sinn:y (18)
v, =T(X)COSnTny (19)

As equagdes diferenciais desacopladas ficam:
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v (V2 +k.2)p, =0 (20)
v (V2 4k )y, =0 (21)

em que os nimeros de onda sdo dados por:

k, =— (22)
¢
o

k, =—

i | (23)

e Ci e C; sdo as velocidades de onda longitudinal e ondas cisalhantes trans-
versais, respectivamente.

As fungdes E(x) e T(x) podem ser escritas como a soma de duas ondas
se propagando em sentidos opostos, uma no sentido positivo de x e outra em
X negativo:

E(x)=A,e"* +B, e™" (24)
T(x)=A,e"* +B, e (25)

onde os nimeros de onda sio dados por:

k7 =k2 -1k (26)

ky =k -k (27)
nmn

ky=—b- A (28)

Ap6s a substituigdo de 18 e 19 nas Equagdes 16 e 17, obtém-se as equagdes
desacopladas que descrevem o movimento no plano:

u(x, y)=Z{kl Ae"* -k B e™* -k A,e* -k B, c"‘“}sen(ky y)ej‘“‘ (29)
n=1

v(x,y)=Y (k, A, e +k, B,e™* —k, A, e** +k, B, ¢ Jcos(k, yp'™  (30)
n=1
onde A1, Bi, A2, e B2sdo constantes a serem determinadas.
As condi¢bes de contorno podem ser aplicadas utilizando-se as
Equagdes 29 e 30 para os deslocamentos e as Equagdes (2), (3) e (4) para os
esforgos aplicados nas bordas.
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2.5. Modelo de duas placas acopladas em L

Considere duas placas acopladas em L, conforme a Figura 2.5.
A placa 1 pode ser submetida a quatro tipos de carregamentos distribuidos em
sua borda Mx(y), Nx(y), Mx(y), € Qx(y)-

N

+1

|
y.
T XA

<
1K

Y

FIGURA 4 — Esquema de duas placas acopladas em L.

As fungdes que descrevem as respostas no plano e o deslocamento
transversal, para as placas 1 e 2 indicadas, em fung@o da n-ésima componente
modal, que representa uma distribui¢do tipo senoidal dos modos na diregio
longitudinal da viga, podem ser escritas como:

0, (%)= {k, Ae"t* —k, Be™* -k, Ce"* -k, De“"“}sen(ky y)ejm (31)

n=1

- (32)
Vi y) = fk, Ack* +k, Be™* —k, Ce** +k, De™* Jeos(k, yp'*
n=1
. . (33)
Wi Y)=D (A e +A, e +A e +A, e"sz"}sen(ky y)el®
n=1
(34)

u,, (x,y)=zl{'k1 Feb* -k, Ge™"* -k, Hek*® -k, Ie"‘”}sc:n(ky y)ej""

n=1
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Vo, (X,y)= Z{ky Fe“* +k, Ge™* -k, He"* +k, Ie"‘”}cos(ky y)tj““ (35)

n=1

Wa(x,y)= D (Age +A e +A, e +A e senlk, y)e!™  (36)

n=1

Observa-se na Figura (5) o equilibrio de forgas e as condi¢des de conti-
nuidade que devem existir na unido das placas, bem como as condi¢des de
contorno nas bordas exteriores, sendo uma borda submetida a carregamento e
a outra borda livre. No total, t€ém-se dezesseis equagdes e 0 mesmo niimero de
constantes a serem determinadas.

Z
FIGURA 5 — Continuidade de esforcos na unido entre as placas.

Os carregamentos distribuidos na borda da placa 1 sdo escritos em
func¢do da n-ésima componente modal como:

Ny =% fN,‘(y)sen(n—b@yjdy (37)
M., = % fo(y)sen(%yjdy ' (38)
N, =2 [N,,(y)sen(%"y]dy (39)
Q=2 fQ,(y)sen(“—b"y)dy (40)
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As condigdes de continuidade na unido das placas podem ser escritas
da seguinte forma:

a) u,(x=Lx,)=-w,(z=0) (41)

b) v,(x=Lx,)=v,(z=0) (42)
c) w,(x=Lx,)=u,(z=0) (43)
d) 6,(x=Lx,)=06,(z=0) (44)

Quatro equagdes podem ser escritas da condi¢do de equilibrio de
esfor¢os na unido:

€) Q, (x=Lx,)=N,,(z=0) (45)
£) N, (x =Lx,) =-Q,, (= 0) (46)
g) ley(x=Lx1)=N2xy(z=0) (47)

| h) M,, (x=Lx,)=M,, (z=0) g (48)

As condicbes de contorno relacionadas as forcas aplicadas na borda
da placa 1 sdo:

i) N, (x=0)=N, (49)
) Ny, (x=0)=S, (50)
k) M, (x=0)=M, (51)
) Q,(x=0)=Q, (52)

E para a borda livre na placa 2, as condi¢Ges de contorno sido:

m) N, (z=L,)=0 (53)
n) N, (z=L,)=0 (54)
0) My, (z=L,)=0 | (55)
P) Qu(z=L,)=0 (56)

166 - Tecnologia & Humanismo — n. 30



Dessa forma, tem-se um sistema de equagdes cuja solugio fornece as 16
constantes (A1 a As e A a I), para cada freqiiéncia. Apés determinadas as
constantes, pode-se calcular as respostas em qualquer ponto das placas, atra-
vés das Equagdes (31) a (36), e obter as respostas desejadas. Os termos da
matriz T representam os coeficientes das equagdes e o vetor P é o vetor de
carga.

r B g

_ (A P, ]
Tll TlZ A A Tllﬁ M 1\1/1
T21 o T23 T24 M I P
M T, O T, M N s P" . (57)
M T, Ty O M Iv; ;:I
_T161 A A A T1616_
(As) (P
3. Exemplo

A seguir, tem-se um exemplo do modelo analitico para a resposta em
freqiiéncia de duas placas acopladas em L. As duas placas tém espessura de
5 mm, 1 m de largura e 0,5 m de comprimento. O material utilizado é ago, cujas
propriedades sdo: médulo de elasticidade E = 210 » 10° N/m?, densidade
p = 7850kg/m* e coeficiente de Poison v = 0,3. O fator de perda estrutural
considerado tem valor.

Aplicou-se uma carga distribuida na borda dada por:

M, =M, -sen(%y} (58)

com n variando de 1 até 2. Dessa forma, o carregamento é dado pela soma de
duas componentes senoidais. As amplitudes dos carregamentos considera-
dos sdo M1 =M = 1. Aresposta da placa foi calculada em dois pontos, mostra-
dos na Figura 4 (ponto 1 -x=0,2,y=0,15ez=0eponto2-x=0,y=0,15
e z = 0,325). Nas Figuras 6 a 11, tem-se a comparagdo entre as respostas obti-
das pelo modelo analitico, desenvolvido no “software” Mathematica, e por um
modelo de Elementos Finitos até a freqiiéncia de 1000 Hz. A solugdo por Ele-
mentos Finitos utilizou o software comercial ANSYS 5.3, versdo universitdria.
Utilizou-se o método “full” para a andlise harmédnica por ser mais preciso,
embora proporcione um tempo de processamento maior que o método da
superposi¢do modal. O elemento de placa inicialmente utilizado foi o SHELL
63, da biblioteca do ANSYS, que possui quatro nds e seis graus de liberdade
por né.
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FIGURA 6 — Deslocamento w transversal na placa 1. Comparacdo
entre o modelo analitico e 0 Método dos Elementos Finitos
para n variando de 1 a 2.
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FIGURA 7 — Deslocamento u no plano na placa 1. Comparagao
entre o modelo analitico e o Método dos Elementos Finitos
para n variando de 1 a 2.

168 - Tecnologia & Humanismo — n. 30



v[m]

1E-7 o
] L
1E-8 o ; U\ \J
1 i : |
1E-9 4 :
] i
1E-10 4 \
'; 'i
1E-11 k[ [ Elementos Finitos
E Analitico
s 100 1000

Freqtiéncia [Hz]

FIGURA 8 — Deslocamento v no plano na placa 1. Comparagao
entre o modelo analitico e 0 Método do Elementos Finitos
para n variando de 1 a 2.
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FIGURA 9 — Deslocamento w transversal na placa 2. Comparacdo
entre o modelo analitico e 0 Método dos Elementos Finitos
para n variando de 1 a 2.
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FIGURA 10 - Deslocamento u no plano na placa 2. Comparagao
entre o modelo analitico e 0 Método dos Elementos Finitos
para n variando de 1 a 2.
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FIGURA 11 — Deslocamento v no plano na placa 1. Comparagao
entre o modelo analitico e o Método dos Elementos Finitos
' para n variando de 1 a 2.
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4. Conclusoes

O modelo de vibragdes de placas acopladas em L representa, com boa
precisdo, o comportamento dindmico de vigas conforme tipicamente usadas
em estruturas offshore. As vibragdes e, conseqiientemente, os modos prépri-
os que se formam na aba e nas abas sdo considerados por este modelo. Vigas
do tipo T podem também ser modeladas por este procedimento, formando,
entretanto, um sistema de 24 equagdes, com 24 constantes a serem determina-
das. A solugdo envolve pequenos tempos de computagdo, mesmo para fre-
qiiéncias mais altas, para as quais a ordem n deve ser aumentada. Este modelo
pode ser acoplado a outros modelos de placas reforgadas, simulando, desta
forma, os efeitos que sdo exercidos por estas vigas.
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