ARTIGOS E ENSAIOS

TEOREMA DE SCHRODER-BERNSTEIN E
TEOREMA DE GEORG CANTOR

Prof. Carlos Magno Corréa Dias !

RESUMO

Este artigo pretende apresentar algumas consideragdes
sobre os teoremas de Schroder-Bernstein e de Georg Cantor, as-
sim como conceitos relacionados com os mesmos. Pretende apre-
sentar, também, observagdes particulares sobre conjuntos
enumerdveis e ndo-enumeraveis. As consideragdes serdo apre-
sentadas de forma compendiada e utilizar-se-do determinados
principios elementares da Teoria dos Conjuntos envolvidos nas
demonstracdes oferecidas. A partir, entdo, de conceitos basicos
sera apresentada, ainda, uma demonstra¢o alternativa do teorema
de Schroder-Bernstein.
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ABSTRACT

This paper aims at presenting some considerations about
the teorems of Schroder-Bernstein and of Georg Cantor, as well
as the concepts related therein. It also intends to present some
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The considerations will be presented on a summarized form and
they will utilize some elementary concepts from the Sets Theory
involved in the demonstrations offered. An alternative
demonstration of the teorem of Schrider-Bernstein will be
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1. INTRODUCAO

O presente artigo tem por um de seus principais objetivos arregimentar
observagdes gerais sobre os consagrados Teoremas de Schroder-Bernstein e
de Georg Cantor, partindo-se, entretanto, de conceitos os mais elementares
possiveis existentes na Teoria dos Conjuntos.

Em geral, as demonstragdes de tais teoremas envolvem principios nio
elementares da Teoria dos Conjuntos, tais como o Axioma da Escolha, o Lema
de Zorn e outros com estes relacionados. Embora tais demonstragdes sejam
relativamente complicadas (principalmente para os iniciantes), pode-se, entre-
tanto, demonstrar, alternativamente, os teoremas em questdo servindo-se de
conceitos bem mais elementares.

Assim, neste texto, apresenta-se, em um primeiro momento, uma de-
monstra¢do mais simples do teorema de Schroder-Bernstein, demonstragio
esta que utilizard conceitos basicos tais como os de: Fungdo Injetora e Bijetora,
Relagdo de Inclusdo, Unido e Interse¢do de conjuntos; enfim, aqueles concei-
tos usuais da Teoria Elementar dos Conjuntos.

Objetivando, entretanto, simplificar o trabalho a ser apresentado, defi-
nir-se-ao, também, as Relagdes de Equipoténcia, de Dominagdo e Dominagio
Estrita entre conjuntos; o que, ressalte-se, obrigara a tecer algumas poucas
consideragdes sobre Numeros Cardinais, Numeros Ordinais, Nimeros Natu-
rais, Conjuntos Enumeréaveis e Nao-Enumeraveis.

Evidenciadas as Relagdes de Dominagdo e Dominagao Estrita entre con-

juntos, passar-se-d, em um segundo momento, a uma demonstragio do Teorema
de Cantor, apresentando-se, em correlagdo, determinadas consideragdes so-

bre conjuntos enumeraveis.

Observe, todavia, que conquanto se professe utilizar conceitos
elementares (ou mais elementares possiveis) da Teoria dos Conjuntos
para atingir os propoésitos especificados, ndo se deve esquecer, também,
que uma tal teoria constitui um corpo de conhecimentos “relacional”,
sendo impossivel estudar conceitos mais complexos sem conhecer os
elementares.

Nao se fara, contudo, uma revisdo conceitual sobre a Teoria dos Con-
juntos, pois que se admitird que as Relagdes e Operagdes basicas com conjun-
tos sdo de dominio de todo aquele que se interesse pelo correspondente texto.
Desta forma, as consideragdes correspondentes serdo apresentadas
compendiadamente, procurando-se evidenciar, na medida do possivel, algu-
mas particularidades (diga-se, pontuais) de topicos (elementares) da Teoria
dos Conjuntos relacionados com os varios teoremas referenciados ao longo
do texto.
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2. EQUIPOTENCIA E DOMINACAO

Observe-se, inicialmente, que, certamente, a maioria das pessoas ndo
teria maiores dificuldades para decidir se existem mais elementos no conjunto
finito definido por S ={ 1,2, 3,4, 5} do que no conjunto T = { 2, 4, 6, 8, 10,
12 }. Porém, se estas mesmas pessoas fossem convidadas a comparar o niime-
ro de elementos do conjunto “infinito” §’={1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, ... } com
o numero de elementos do conjunto “infinito” T’ = { 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,
18, 20, ... }, muito provavelmente ndo teriam certeza da resposta a apresentar
(claro que estd a considerar-se aquelas pessoas que ainda ndo dominaram a
“propriedade fundamental dos conjuntos infinitos™).

E notorio, entretanto, em termos gerais, mesmo no ambito dos versados
em Matematica, o problema da “compara¢do” entre os tamanhos de dois da-
dos conjuntos quaisquer quando os elementos de tais conjuntos “parecem”
ndo se relacionar de forma alguma uns com os outros (o que nio é caso,
obviamente, do exemplo anteriormente considerado).

Comparar os “tamanhos” de dois dados conjuntos constitui, em parti-
cular, o objetivo da “contagem”. Sabe-se, todavia, que o método “usual” de
contar os elementos de um dado conjunto € arranja-los em determinada ordem
apropriada; sendo, por outro lado, a teoria dos niimeros ordinais aquela que
constitui uma interessante abstra¢do do método, mas que ndo atinge “comple-
tamente” (ndo no sentido 16gico) o correspondente propdsito.

Lembre-se, entretanto, que pelo Teorema da Boa Ordem de Zermelo
(conseqiiéncia do Axioma da Escolha —adiante qualificado), qualquer conjun-
to pode ser bem ordenado. Mas, alerte-se que um mesmo conjunto pode ser
ordenado de diferentes maneiras.

Mostra-se, todavia, que se os conjuntos A ¢ B sdo bem ordenados,
entdo constitui condi¢io necessaria e suficiente para que ord(A) < ord(B) o
fato do conjunto A ser semelhante a um segmento inicial do conjunto B.

Recorde-se, a propésito que, se um conjunto X é parcialmente ordena-
do e se ae X, entdo o conjunto { xe X / x < a } diz-se o segmento inicial
determinado por a sendo denotado (usualmente) por s(a); ou seja, o segmento
inicial s(a) de um elemento ae X consiste de todos os elementos em X que
estritamente precedem a.

Relembre-se, também, que dois conjuntos A e B parcialmente ordena-
dos (ou, em particular, totalmente ordenados, ou ainda, bem ordenados) di-
zem-se semelhantes se existe entre eles uma correspondéncia um-a-um que
vem preservar a ordem; o que se denota (usualmente) por A=B. Assim, A=B
passa a significar que existe uma fun¢do bijetora f de Aem B tal que se a, e a,
estdo em A, entdo uma condi¢@o necessdria e suficiente para que f(a ) < f(a,)
emBéquea <a,emA.

Logo, € facil perceber que para se comparar os tamanhos ordinais de
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dois conjuntos bem ordenados basta tomar o conceito de semelhanga entre
conjuntos; ndo necessitando, entdo, do conceito de nimeros ordinais. Ora,
parece razoavel, portanto, que se se objetiva tdo somente comparar os tama-
nhos de (dois ou mais) conjuntos entre si, ndo ¢ relevante (ou, antes, necessa-
rio) precisar o que venha ser o “tamanho de um conjunto”.

Muito embora o conceito de semelhanga se aplique a conjuntos orde-
nados, o conceito de equipoténcia (ou, em certos contextos, “equivaléncia”)
entre conjuntos € aplicavel a conjuntos arbitrarios nao ordenados. Ou seja,
pode-se verificar se dois dados conjuntos infinitos quaisquer tém o mesmo
numero de elementos se os mesmos sdo equipotentes (ou “equivalentes”, se
assim se preferir) entre si.

Sejam, entdo, A e B dois conjuntos quaisquer. Diz-se que o conjunto A
¢ equipotente ao conjunto B (isto €, A = B) se, e somente se, existe uma fungio
f: A — B tal que f ¢ uma fun¢do bijetora, sendo a Relagdo de Equipoténcia
denotada pelo simbolo =. Diz-se, neste caso, que a correspondente fungao f
define uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos A e B.

Como neste texto tomar-se-ao fungdes bijetoras e injetoras na defini¢ao
de determinados elementos, convenciona-se que f: X = Y denotara uma fun-
¢ao bijetora f do conjunto X no conjunto Y; enquanto que, g: X = Y denotara
uma fung¢do injetora g de Xem Y.

Assim, por exemplo, a Relagao de Equipoténcia entre os conjuntos quais-
quer A e B poderia ser definida, mais simplificadamente, por: A = B se, e
somente se, 3f: A = B.

Observe, a propdsito, que a Relagao de Equipoténcia (=) entre conjun-
tos € uma Relacao de Equivaléncia; isto €, uma tal relagao verifica as proprie-
dades:

L Reflexiva: VA; A=A,
II. Simétrica: VA,B; A=B > B=A;
IIl. Transitiva: VA,B,C; (A=BAB=C)—>A=C,;

onde A, B e C sdo conjuntos quaisquer.

Por outro lado, observe que em decorréncia da Relagao de Equipoténcia
outras interessantes defini¢des podem ser estabelecidas; sendo, talvez, a mais
importante a de conjunto infinito; ou seja, um conjunto qualquer diz-se con-
junto infinito se, e somente se, ¢ equipotente a um subconjunto proprio de si
mesmo e diz-se, por outro lado, conjunto finito em caso contrario.

Resulta, também que, se um dado conjunto E € equipotente ao conjunto
dos numeros naturais N, diz-se que E ¢ enumeravel e que tem cardinalidade Ao
(aleph zero). Observe-se que o conjunto dos numeros naturais N diz-se um
conjunto infinito enumeravel de cardinalidade X ; onde X (aleph) € a primeira
letra do alfabeto hebraico.
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Georg Cantor (1845-1918) afirmou que os conjuntos infinitos ndo sdo todos
iguais e demonstrou que ndo existe um infinito, mas infinitos tipos de infinito.
O mesmo Cantor provou que tanto o conjunto dos quadrados perfeitos quan-
to o conjunto dos numeros triangulares apresentam a mesma poténcia que a
do conjunto dos nimeros inteiros positivos, dado que tais numeros podem
ser colocados em correspondéncia biunivoca. Cantor, também, mostrou que
existem tantos nimeros racionais quanto naturais; isto €, que o conjunto dos
numeros racionais ¢, também, enumeravel (ou, que a poténcia do conjunto dos
nimeros racionais é a mesma que a do conjunto dos numeros naturais).

Assim, o infinito dos niimeros naturais, dos numeros inteiros (positi-
vos ou negativos), dos nimeros racionais e de todos os conjuntos de nime-
ros que se podem por em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos
nimeros naturais dizem-se conjuntos infinitos enumeraveis.

Cantor, também, demonstrou, por reductio ad absurdum, que nem to-
dos os conjuntos infinitos sdo enumeraveis; mostrando que o conjunto dos
nimeros reais (de cardinalidade R ) apresenta poténcia maior que a do con-
junto dos numeros racionais; isto é, que o infinito dos niimeros reais é maior
que o infinito do conjunto dos numeros racionais. Diz-se, entdo, que o infinito
do conjunto dos nimeros reais ¢ um infinito ndo enumeravel. Cantor provou,
ainda, que os infinitos enumeraveis e os infinitos ndo enumeraveis sdo so-
mente os primeiros de uma infinidade de infinitos.

Assim, ficou estabelecido que X < X . Inevitavelmente, porém, surgiu
a questdo: ndo existiria um nimero cardinal R entre os cardinais X e X ? Isto
¢, IR / R < R < R ? Cantor conjeturou que ndo. E, uma tal conjetura ficou
conhecida como a Hipdtese do Continuo.

Observe, entdo, que uma seqiiéncia infinita qualquer de elementos dis-
tintos a,a,a, . ¢ enumeravel, dado que uma seqiiéncia ¢, em esséncia, uma
fungdo f(n) =a_ cujo dominio € o conjunto dos niimeros naturais N. Quer dizer,
sendo os a_ distintos, a fungdo f em questdo € bijetora.

Sejam NI e NP, respectivamente, o conjunto dos nimeros naturais im-
pares e o conjunto dos nimeros naturais pares. Logo, se N denota o conjunto
dos niimeros naturais, NI = N e NP = N: pois existem fung¢des bijetoras f: NI =
N e g: NP = N; ou seja, os conjuntos NI ¢ NP s@o conjuntos infinitos
enumeraveis (pois, podem ser postos em correspondéncia biunivoca com N).

Considere, por exemplo, a fungao f: Z = N, definida por f(x) = { 2.x, se
x>0;-(2.x+1),sex<0;0,sex=0, onde Ze N denotam, respectivamente,
o conjunto dos niimeros inteiros e o conjunto dos niimeros naturais. Assim,
como ¢ possivel por os elementos do conjunto Z em correspondéncia biunivoca
com os elementos do conjunto N, resulta que o conjunto dos nimeros inteiros
é, também, enumeravel (ou seja, tem-se que Z = N).

Pode-se demonstrar, por exemplo, também, que sdo conjuntos infinitos
enumeraveis o conjunto de todos os numeros primos, o conjunto dos numeros
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racionais, o conjunto dos niimeros racionais positivos, o conjunto dos niime-
ros racionais negativos, o produto cartesiano dos nimeros naturais pelos
nimeros naturais, o conjunto de todas as triplas ordenadas de nimeros natu-
rais, o conjunto dos nimeros inteiros positivos, o conjunto dos niimeros in-
teiros pares, dentre muitos outros.

Contudo, a despeito das observagdes anteriores, deve-se considerar
que, se um conjunto X é apenas equipotente a um subconjunto de um conjun-
to Y, entdo diz-se que X precede Y (ou que Y domina X); instituindo-se, assim,
o que se arbitrou denominar de Relagdo de Dominagdo. Uma tal rela¢do entre
os conjuntos X e Y ¢ denotada por:

WA

XzY
Da Relagio de Dominagdo em questdo, ¢ imediato, pois, que o conjunto
Y domina o conjunto X (X é dominado por Y) se, e somente se, existe uma
funcdo f de X em Y tal que f ¢ uma funcio injetora; ou, em simbolos, tem-se
que:
} X 2 Y se, e somente se, If: X =Y

A proposito do simbolo b (antecedendo uma expressio) ressalte-se
que o mesmo ¢ aqui utilizado para denotar que a expressdo em referéncia € um
teorema. Logo, a tltima expressio precedida do simbolo f denota um teorema.

Observe que, intuitivamente, a defini¢do anterior vem afirmar que:

f

Y,cY com yeY, ¢ yeY, sendo X=Y,

Assim, admitindo-se que X =Y eque Y, Y, com Y, =gX)={ g(x)/
x € X } (onde g(X) =Y, denota a imagem direta de um conjunto por uma
fungdo), tem-se que X = Y, se, e somente se, Jg: X =Y. Portanto, VX, X, € X
tem-se que f(x) ' f(x,), com f(x), f(x,) € Y, pois do contrario nao se teria a
bijecdo g: X = Y,. Logo, 3Jf: X = Y se, e somentese, X 2 Y.
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Dada a natureza da defini¢do de Relagdo de Dominagdo, é oportuno
observar que: P XV X3V

Pode-se, também, definir uma Relagdo de Dominagao Estrita entre dois
dados conjuntos. Neste sentido, se Y domina X e X nio domina Y, de modo
que X ndo ¢ equipotente a Y, diz-se que “Y domina estritamente X” ou que “X

precede estritamente Y”; sendo um tal fato denotado por: X < Y. Assim, o

simbolo “ =< " sera utilizado para denotar a Relagdo de Dominagio Estrita.
Portanto, tem-se estabelecido que Y domina estritamente X se, e so-
mente se, Y domina X e X ndo é equipotente a Y (sendo Xe Y conjuntos); ou
seja:
PX <Y o X2YA~(X=Y)

Veja-se que o conjunto dos pares ordenados (X, Y) de subconjuntos de
algum conjunto E para os quais “Y domina X” constitui uma relagio no con-
Junto poténcia de E. Assim, a Dominagio é uma Relac¢io de Ordem Parcial.

Mas, toda Ordem Parcial é Reflexiva, Anti-Simétrica e Transitiva. Ou
seja, a Relagdo de Dominagdo é Reflexiva, Anti-Simétrica e Transitiva. Portan-
to, dados os conjuntos X, Y ¢ Z, tem-se verificado que:

L Propriedade Reflexiva: P XX
1I. Propriedade Anti-Simétrica: (X2YAYZX)>X=Y;
HI.  Propriedade Transitiva: } (XY A YZZ)— X2 Z.

Cabe salientar que a verificagao das propriedades Reflexiva e Transiti-
va € algo que se possa qualificar como trivial ou elementar; enquanto que a
verificagdo da propriedade Anti-Simétrica envolve questdes, no minimo, inte-
ressantes as quais, por sua vez, fogem ao sentido do que se poderia qualificar
de “elementar” (no sentido matematico, e nao no sentido logico).

Observe que muito embora a Relagdo de Dominagao tenha sido anteri-
ormente caracterizada como uma Rela¢do de Ordem Parcial ¢, a mesma, uma
Relagdo de Ordem Total.

Assim, sendo a Rela¢do de Dominagdo uma Rela¢do de Ordem Total,
para dois conjuntos quaisquer X e Y, tem-se que:

} XsYvYsX

Evidencie-se que o teorema anteriormente apresentado ¢ conhecido
como o Teorema da Comparabilidade para conjuntos; o qual é conseqiiéncia
imediata do Teorema da Comparabilidade para conjuntos bem ordenados.

Recorde-se, portanto, em primeiro lugar, que “se um conjunto A é bem
ordenado, entdo todo subconjunto do conjunto A tem um primeiro elemento”.
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“Se X e Y ndo sdo conjuntos bem ordenados pode-se bem ordena-los segundo
o teorema da Boa Ordem de Zermelo”. “Sejam X e Y conjuntos bem ordenados.
(a) Ou X e Y sdo semelhantes; (b) ou um deles é semelhante a um segmento
inicial do outro. Em (a), X e Y sdo equipotentes; em (b) um deles € equipotente
a um subconjunto do outro”.

3. TEOREMA DE SCHRODER-BERNSTEIN

A Propriedade Anti-Simétrica da Relagdo de Dominagao vem enunciar o
denominado (e importante) Teorema de Schroder-Bernstein; ou seja: “Se cada
um dos conjuntos X e Y € equipotente a um subconjunto do outro, entao Xe
Y sdo equipotentes”.

A Relagdo de Equipoténcia e a Relagdo de Dominag@o entre conjuntos
podem ser associadas a cardinalidade dos conjuntos envolvidos; sendo, con-
sidere o que a seguir se apresenta.

Assim, dado um conjunto X, define-se a cardinalidade do conjunto X
como sendo o Gnico cardinal a equipotente com o conjunto X; o que pode ser
indicado por: a= Card(X)= | X| =#(X).

Da defini¢do anterior, tem-se, por imediata conseqiiéncia, que dois con-
juntos X e Y equipotentes entre si tém cardinalidades iguais; isto é: X =Y se,
e somente se, # (X )=#(Y), ouseja:

bX»Y © #(X)=#(Y)

Observe, ainda, quanto a cardinalidade, que se X ¢ um conjunto, entdo
o cardinal de X (#( X)), o nimero cardinal de X, ¢ o menor nimero ordinal
equipotente a X, ou seja, #( X ) ¢ um ordinal inicial que seja equipotente a X
(cardinais sdo ordinais iniciais).

Mas, um conjunto j é definido como sendo um ordinal se, e somente se,
j é um conjunto transitivo e estd estritamente bem ordenado pela Relagdo de
Pertinéncia.

Ressalte-se, porém, que um dado conjunto A ¢ transitivo se, e somente
se. todo elemento de um elemento de A ¢ por sua vez um elemento de A;
isto é, A é transitivo se, e somente se, tem-se que X € aca € A implica que
X € A,paratodoxea;ouseja: } xeanae ADXEA.

A Relac¢do de Pertinéncia (€) em um conjunto A, por sua vez,
corresponde a uma Relagdo de Ordem Parcial Estrita no conjunto A; pois, € tal
que:

A Vxe A, X & X;
11. VX, YE A,XEY > YE& X;
IIIl. Vx,y,ze A,(XEY A YEX) XEL
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Mas, observe, em relagdo aos ordinais, que como cada um dos conjun-
tos D;{D}:{D,{D}}:{D,{D},{D,{D}}};...; sdo conjuntos transitivos
e bem ordenados pela relagdo de pertinéncia, tais conjuntos sdo exemplos de
ordinais. Além do mais, como todos os elementos matematicos devem ser
conjuntos (em uma Axiomatizagao da Teoria dos Conjuntos), pode-se definir
os Numeros Naturais da seguinte forma; qual seja:

0=0;
L={ &}
2={®1{®}};

3={®’{®}’{®’{®}}}s,
ouseja,0=;1={0};2={0,1};3={0,1,2};....

Logo, 0, 1,2, 3, ... s3o ordinais. Define-se, entdo, o conjunto w de todos
os Numeros Naturais. Mas, w é um conjunto transitivo e esta bem ordenado
pela relagdo de pertinéncia. Logo, w é um ordinal, e é o primeiro ordinal infini-
to; sendo que 0, 1, 2, 3, ... sdo os Gnicos ordinais finitos.

Saliente-se, também, que o sucessor de um conjunto A, denotado por
Suc( A)ou A%, ¢ definido por Suc(A)=A"=AU{A}.

Assim, 0 ndo tem antecessor,

1=Suc(0)(ou,0*=0+1=1),
2=Suc(1) (ou, 1"=1+1=2),
3=Suc(2) (ou,2*=2+1=3),....

Mas, observe, ainda, que w ndo é sucessor de um ordinal anterior,
sendo Suc(w)=w0+1 ="

Apresentadas, nos paragrafos precedentes, as breves consideracdes
sobre os ordinais, retorne-se as ponderagdes sobre os cardinais. Neste senti-
do, entdo, sendo X e Y conjuntos quaisquer tais que a=#( X )eb=#(Y)
pode-se tomar a Relag¢do de Desigualdade ( <) para os numeros cardinais a e
b da forma a seguir considerada; qual seja:

} o < bse,esomentese, XY

Perceba-se que, em decorréncia da defini¢@o acima apresentada, a Rela-
cdo de Desigualdade para Numeros Cardinais é tanto uma Rela¢do de Ordem
Parcial (verificando essencialmente as propriedades Reflexiva, Anti-Simétrica
e Transitiva) como, também, ¢ uma Relag¢do de Ordem Total (isto ¢, dados dois
cardinais a e b, tem-se que ou a < P ou B < o).

Tem-se, conseqiientemente, o que se arbitrou denominar Lei da
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Tricotomia para Numeros Cardinais; ou seja, para os cardinais a e b, tem-se
que uma das seguintes afirmagdes deve ser, necessariamente, verdadeira; quais
sejam: ou ¢ < B, ouo =P, oua> B.

De forma correspondente, a Relagdo de Dominagao Estrita entre con-
juntos implica a Relag@o de Desigualdade Estrita para nimeros cardinais; se-
nio, observe o que a seguir ¢ considerado.

Sejam, entdo, 0s conjuntos quaisquer X e Y de tal forma que o.=#( X))
e p=#(Y). Portanto, afirma-se que: X < Y se, e somente se, 0. < B; isto &,

tem-se que: tX < Y ¢ a< B.

Claramente, entdo, pode-se afirmar que para os cardinais a e b tem-se
que: t < B o (o £ Baa #p).

Portanto, do anteriormente exposto, resulta, quanto a Relagdo de
Equipoténcia, que para os conjuntos XeYtaisquea=#(X)eB=#(Y)uma
das seguintes possibilidades deve ser verdadeira:

L X e Y sdo equipotentes (implicando afirmar que & = B);

11 X nio é equipotente a Y, mas X € equipotente a um subconjunto
de Y (implicando afirmar que o< B);

III. Y ndo é equipotente a X, mas Y ¢ equipotente a um subconjunto
de X (implicando afirmar que < a);

IV. X é equipotente a um subconjunto de Y e Y é equipotente a um
subconjunto de X (implicando que < B e B=o.

Observe, pois, que (X 2 YUY 2 X)® X » Y implica
(e £BApPpsoa)ym>a=2_

Evidencie-se que do ja considerado e levando-se em conta 0s conjun-
tos Xe Y taisquex=#(X)e B=#(Y),0 Teoremade Schrider-Bernstein pode
ser enunciado de uma das seguintes formas; quais sejam:

E: H(X2YAYZEX)> (X=Y);

E; P(EX=Y AgY2X)— (G X=2Y);

E;: }(aSﬂABSa)—>(a=[3),coma=#(X)eB=#(Y);

E; SeXeY sio conjuntos tais que cada um ¢ equipotente a um
subconjunto do outro, entdo X e Y siio equipotentes;

E; t(X<Y)>~(YZX)

E;: Sejafuma aplicacio de X em Y e g uma aplicagdo de Y em X.

Existem, entdo, subconjuntos A e B de X e Y, respectivamente,
tais que f(A)=Beg(Y-B)=X-A;
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E: A Rela¢iio de Dominaciio entre dois conjuntos X e Y verifica a
propriedade Anti-Simétrica;

E; P((XDYDX,)A(X=X,))>(X=Y).

Existem, por certo, varias maneiras de se demonstrar cada uma das for-
mas do Teorema de Schroder-Bernstein, bem como a equivaléncia entre as
mesmas. Muitas das demonstragdes encontradas na literatura correspondente
sdo demasiadamente técnicas e escondem algumas das importantes particula-
ridades que se encontram na base do teorema em referéncia.

Desta forma, apresenta-se, a seguir, uma demonstragdo que procura
fazer uso, tio somente, de conceitos elementares (ou, os mais elementares
possiveis) da Teoria dos Conjuntos e onde pretende-se evidenciar, na medida
do necessario, algumas daquelas particularidades anteriormente menciona-
das, sem, contudo, servir-se de elementos matematicos de maior complexida-
de.

Assim sendo, demonstre-se, por uma simples questio de “escolha”, o
Teorema de Schréder-Bernstein enunciado na forma:

P((XDYDX,)A(X=X,))=>(X=Y).

Observe que, por hipdtese, XD Y o X, e X=X,. Contudo, se X = X,,
existe uma fungéo bijetora f: X = X . Seja, também, a fun¢do conjunto f(Y) e
definida por f(Y)=Y,={x, /f(a)=x,ae Y Ax € X, } (onde f(Y) € o conjunto
dos pontos imagem de elementos de Y < X), sendo f(Y) =Y, e Y, c X,.

Como f: X=X, ¢ Y < X (pela hipétese), entdo tem-se que f induz uma
fungdo f|, (onde f| , € a fungdo restri¢do de f para Y) também bijetora; isto é:

YcX

Vejaquef|,: Y=Y, (f|,:Y=1f(Y))édefinida por f| (a)=f(a).
Mas, pela Equipoténcia, tem-se que Y = Y, pois f| ,: Y = Y, ¢ bijetora;
istoé,f| ,: Y=Y,
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Assim, pela hipétese, tem-se que Y € X e X, c Y. Pelo anteriormente
concluido, resulta afirmar que Y, X, podendo-se afirmar, em conseqiiéncia,
queXDYoX DY equeX=X eY=Y,

Analogamente, se f| ,: Y = Y, e (pela hipotese) X, Y, entdo tem-se
que: f| , induz uma fungdo bijetora de X, em X, a qual € definida por:

8l : X, =X,

Mas, se g'(ny) : X, =X, | entdo pela defini¢do de Relag¢do de Equipo-
téncia tem-se que X, = X,. Ou seja:

Y fl Y . Y|
\ g|(r|‘.) ( N
X cY
- f(X,) =X,

X, cY,

Assim,se XD YD X, DY, eX,c Y, entio XD YD X, OY DX,
Desta forma, seguindo-se o processo acima, sucessivamente, vem que:

XoYoX 2Y,0X,0Y,0X,D.. (A)

Além do mais, existem conjuntos equipotentes X, X, X,, X, ... tais que
X=X,X = X, X,= X,, eees bem como, conjuntos equipotentes Y, Y, Y,, )
taisque Y=Y, Y =Y, Y,= p

Observe, também, que f(X ) =X,, (X, =X,, f(X,) = X, 0005 bem como,

que f(Y)=Y,, f(Y) =Y, f(Y,))=  (— correspondentemente.
Das operagdes elementares com conjuntos, tem-se estabelecido que:

b(acB)—> (o =0nB) (B)
Portanto, de (A) e (B) pode-se escrever que:
a. YcX-oY=YNnX=XNY;

b X,cY-X=XNY=YNX,.
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Mas,por(a),xl=(XnY)nXl=XnYnXI;
(R chX|—>Y|=Ylnxl=XlnY,.
Mas,por(b),Yl=(XnYnX|)nYI=XnYnXInY,.

Portanto, generalizando o procedimento anterior, tem-se, em conse-
qiénciaque: XNYNX NY NnX,NY,N...

Defina-se, porém, B=XNYnN X,NnY,nX,NnY,Nn.. (C).

Por outro lado, observe que das operagdes elementares com conjuntos,
resulta afirmar, também, que: r Boa—B=(f-a)uvo (D)

Assim, de (A), (C) e (D) pode-se concluir que:
X=(X-Y)U(Y-X)U(X,-Y,)Uu(Y,-X,)U..UB (E),e,
Y=(Y-X )Uu(X;~-Y)U(Y;-X)U(X-Y,)V..UB (F).

Como X = X =X,=X,..e Y= Y, =Y, =Y, .., entdo, tem-se que
(X-Y)=(X,-Y)=(X,-Y,)=... Assim, f: (X - Y )=>(X, - Y., )

comn =0, 1, 2, 3, ..., ¢ uma fun¢do bijetora em conseqiiéncia da defini¢do

de Relagdo de Dominagio.
Mas, finalmente, a fun¢@o g: X — Y, definida por:

f(x),se x € Xi - Yi(ou xeX-Y)
g(x) = , isto ¢, a fungio:

X, se xeYi —Xi+1(0u x € B)

X

¢ notadamente uma fungao bijetora.
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Mas, pela Relacdo de Equipoténcia entre conjuntos 3g: X = Y se, e
somente se, X =Y.

Assim, de fato, é valido o Teorema de Schréder-Bernstein enunciado na
forma }((XDYDXl)A(szl))—>(X=Y),évélido.

4. CONJUNTOS INFINITOS E A RELACAO DE DOMINACAO

Apresentadas, contudo, as ponderagdes anteriores sobre o Teorema de
Schréder-Bernstein, considere, a seguir, correspondentes observagdes sobre
o Teorema de Cantor.

Antes, porém, de se abordar, efetivamente, um tal teorema, segundo
objetivo declarado no prélogo deste texto, julga-se interessante apresentar,
preliminarmente, algumas consideracdes sobre conjuntos finitos e infinitos
através da Relagao de Dominagao e da Relagdo de Dominagéo Estrita.

Primeiramente, entdo, observe-se que: “Um conjunto X diz-se finito se,
e somente se, ¢ equipotente a um niimero natural; isto ¢, se neN (onde
N denota o conjunto dos Numeros Naturais), entdo X diz-se conjunto finito
se, e somente se, X = n”’; “Um conjunto X é denominado conjunto infinito se,
e somente se, ~ X = n )”; “o ¢ infinito dado que ~ (® = neN )”; “Como
conseqiiéncia do Axioma da Escolha, um conjunto diz-se infinito se, e somen-
te se, é equipotente a um subconjunto proprio de si mesmo, sendo finito em
caso contrario™; “Também como conseqiiéncia do Axioma da Escolha, tem-se
que todo conjunto infinito tem um subconjunto equipotente a @”.

Também observe, como ja precisado, que 0, 1, 2, 3, ... sdo ordinais ¢ sdo
os Gnicos ordinais finitos. ® (um conjunto transitivo e bem ordenado pela
relagdo de pertinéncia) é¢ um ordinal e ¢ o primeiro ordinal infinito. w é o nime-
ro ordinal dos Numeros Naturais. Sendo N o conjunto dos Nimeros Naturais,
tem-se que @ = ord( N).

Acrescente-se, ainda, que tomando-se uma familia qualquer ndo vazia
de n-conjuntos ndo vazios {A, A, Ay, ..., A} ={A}, | onde I={1,2,3,...,n},
o Axioma da Escolha afirma que é possivel escolher simultaneamente um ele-
mento de cada conjunto. Assim, o Axioma da Escolha afirma que existe um
subconjunto B da unido de conjuntos U,_A, tal que a interse¢do de B com
cada conjunto A, consiste de exatamente um elemento. Ou, em outros termos,
o Axioma da Escolha possibilita afirmar que o produto cartesiano de uma
familia ndo vazia de conjuntos ndo vazios € ndo vazio.

Recordados os fatos acima, considere-se, entdo, que:

(A) Se um conjunto X é dominado por um conjunto Y e Y é um
conjunto finito, entio X é um conjunto finito.

Para a verifica¢do do imediatamente afirmado basta notar que se Y
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domina X, X é equipotente a um subconjunto de Y, segundo afirma a Relag@o
de Dominagido. Mas, se Y ¢ finito, todo subconjunto de Y ¢ finito, dado que
todo subconjunto de um conjunto finito € finito. Assim, se X € equipotente a
um conjunto finito, entdo X ¢ finito.

(B) X éum conjunto infinito se, e somente se, X domina w; isto ¢:
X é infinito se, e somente se, ® = X.

Evidencie-se, inicialmente, que se X é infinito, entdo X domina .

Como conseqiiéncia do Axioma da Escolha, como X é infinito, X tem um
subconjunto equipotente a @. Mas, se ¢ equipotente a um subconjunto de X,
entio, pela definicdo de Dominagdo, tem-se, portanto, que X domina w.

Reciprocamente, para se evidenciar que se X domina ®, entdo X ¢
infinito, observe que se X domina @, entdo ¢ impossivel que exista um niimero
natural ne N tal que X = n, sendo ter-se-ia que @ = n, e isto contrariaria o fato
de o ser infinito. Ou seja, por defini¢do se X domina @, entdo w € equipotente
a um subconjunto de X. Mas, @ é infinito. Assim, ® nio pode ser equipotente
a um conjunto finito. Portanto, X ¢ infinito.

(C) Um conjunto X é finito se, e somente se, w domina estritamente
X:isto é: t X é finito & X< .

Veja-se, primeiramente, que se X ¢ finito, X < .

Claramente, se X ¢ finito, entdo X = ne N. Mas, como ® ¢ infinito,
® domina n ¢ ¢ fato que ~ (n = ® ). Logo, n < ®. Portanto, se X =neN e
n < oentioX < .

Reciprocamente, evidencie-se que se X < @, entiio X ¢ finito.

Suponha que X ¢ infinito. Mas, se X ¢ infinito, entio X domina .
Contudo, se X domina ® e ® domina estritamente X, entdo, pela transitividade
da Rela¢do de Dominagdo Estrita, @ domina estritamente ® (® < ®).
Mas, ainda, pela definigdo de Dominagdo Estrita, ® < ® <> (® domina ®)
A~(® = ®), 0 que ¢ um absurdo. Logo, X ndo ¢ infinito, X ¢ finito.

Por outro lado, entretanto, ha de se observar, também, que as Relagdes
de Dominagcio e de Equipoténcia podem ser empregadas para se caracterizar
definigdes de conjuntos enumeréveis e enumeravelmente infinitos.

Assim sendo, estabelece-se, para um conjunto X qualquer que:

i. X é enumeravel se, e somente se, @ domina X;
ii. X é enumeravelmente infinito se, e somente se, X é equipotente a @.

Mas, pelo anteriormente considerado, ¢ muito claro que as afirmacoes
(i) e (ii), imediatamente precedentes, sdo legitimas.
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Observe, a propdsito, que muitas construgdes da Teoria dos Conjuntos
quando realizadas com conjuntos enumeréaveis conduzem a novos conjuntos
enumeraveis tais como:

“Todo subconjunto de w é enumerdvel.”;

“Todo subconjunto de cada conjunto enumerdvel é enumerdvel.”;
“A reuniao de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.”’;

“O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdaveis é enumerdvel.”;
“Cada conjunto infinito contém um subconjunto que é enumerdavel.”;

“O conjunto de todos os subconjuntos finitos de um conjunto
enumeravel é enumeravel.”; e, muitas outras possibilidades.

5. TEOREMA DE CANTOR

Estudando os vérios conjuntos enumeréaveis, poder-se-ia supor (erro-
neamente) que todo conjunto é enumeravel. Contudo, como se sabe, nem todo
conjunto € enumeravel. E, uma prova deste fato pode ser obtida a partir do
Teorema de Cantor, o qual enuncia-se por: “Todo conjunto X é dominado
estritamente por seu conjunto poténcia @A( X ); isto é: X < g@( X ), para
qualquer que seja o conjunto X”.

Para mostrar um tal teorema, considere as observagdes que, a seguir,
sfio apresentadas.

Considere o conjunto de todas as fungdes g do conjunto X em 2 (onde,
como observado anteriormente, 2 ={ @, { @} } = {0, 1}); isto é, seja o
conjunto denotado por 2X e definido por 2% = {y/y: X — 2}.

Observe, entretanto, que a fungio f: go( X ) = 2% ¢ uma fungdo bijetora;
isto ¢, f: o (X) = 2% (em que b é utilizado como convencionado ¢ g (X ) denota
o conjunto das partes de X).

Diga-se que f faz corresponder a cada subconjunto A de X (cada ele-
mento de @(X), A€ @ (X)) a fungdo caracteristica de A (um elemento de 2%).

Mas, se f: o (X ) = 2%, entdo (X)) =2%, pela Rela¢do de Equipoténcia.
Logo,se X < @(X)e o(X)=2% entdo X < 2%; ou seja, o Teorema de Cantor
pode, também, ser enunciado por: “X < 2%; para qualquer que seja o conjunto
X"

Mostre-se, desta forma, que para qualquer conjunto X, o conjunto po-
téncia do conjunto X (o conjunto 2¥) domina estritamente o conjunto X, isto &,
que X < 2%,

Observe, inicialmente, que X < 2% ¢ equivalente a tomar a seguinte
conjungdo; qual seja: X = 2¥ A ~ (X =2%).
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Assim, deve-se demonstrar que 2¥ domina X e que os conjuntos X e 2%
nio sdo equipotentes.

Pelo anteriormente considerado, 2¥ domina X se, e somente se, existe
uma fungdo yinjetora de X em 2%, isto &, Ig: X = 2X, Ora, é imediato, que uma
fun¢do g: X — 2* que envia cada elemento x € X para o conjunto constituido
apenas do elemento x, isto ¢, a fungdo g definida por g( x ) = { x } ¢ uma fun¢io
injetora.

Assim, dg: X = 2%, e, de fato, 2¥ domina X.

Deve-se, agora, demonstrar que ~ ( X = 2%).

Suponha-se o contrario; isto ¢, que X = 2%, Assim, X = 2¥ se, e somente
se, f: X = 2X,

Seja, portanto, x € X tal que x ¢ f( x ) (isto é, sejam os x € X tais que x
nao ¢ membro do conjunto que é sua imagem).

Defina-se o conjunto Y dos x € X tais que x ¢ f( x ); isto &, seja o
conjuntoY={x/xe XAx¢g f(x)}.

Mas, Y ¢ um subconjunto de X e, portanto, Y € 2%,

Desta forma, como a fung¢do f aplica X sobre 2¥ e Y € 2%, existe um
elemento a € X tal que f(a) =Y. Logo, o elemento a ou pertence ao conjunto
Y ou ndo pertence.

Se, porém, a €Y, pela defini¢do de Y, deve-se ter que a ¢ f(a); o que é
impossivel, pois f(a ) =Y. Por outro lado, se a ¢ Y, entdo, mais uma vez, pela
defini¢do de Y, deve-se ter que a € f( a); sendo igualmente impossivel (pois,
Vx,x ¢ f( x)).

Portanto, como a suposi¢ao inicial de que X = 2¥ conduziu a uma con-
tradi¢do (em ambos os casos possiveis), resulta, pois, afirmar que ~ ( X = 2¥).

Nestas condig¢des, para qualquer que seja o conjunto X, tem-se, de fato,
que X < 2% ou, como sempre @( X ) = 2%, entdo, para todo conjunto X,
tem-se sempre que X < @(X).

Entretanto, como a Relagdo de Dominagdo implica desigualdade de
cardinais, se . =#( X ) e 2*=#( 2¥), entdo X < (X)) implica X < 2¥, que
por sua vez implica #( X ) <#( 2%), que por seu turno implica a < 2%

6. CONSIDERACOES FINAIS

Como estabelecido anteriormente, o niimero cardinal de conjuntos
enumeréveis € designado por X . Contudo, os niimeros cardinais sdo bem
ordenados.

Assim, o sucessor imediato de R, é N ;- O sucessor imediato de R, é R,
sendo seu sucessor imediato R,; tendo-se os X . O numero cardinal que
sucede todos os R , €, entdo, dado por R.

Mas, se N é o conjunto dos Numeros Naturais, entdo o numero cardinal
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de N € R =#(N). Se R ¢ o conjunto dos Numeros Reais, entdo o cardinal
deRé R =#(R)=2R"

Assim, pelo teorema de Cantor, para o conjunto N dos Niimeros Natu-
rais (e de resto para qualquer conjunto), #( N ) < #( 2¥). Mas, se R <R,
e X ¢ a poténcia dos conjuntos enumeraveis, entdo, a poténcia dos Nimeros
Reais ¢ maior. Logo, diz-se que os Numeros Reais sdo nio-enumeraveis.

Ou, em outros termos, como w = ord( N ) (um conjunto transitivo e bem
ordenado pela relagdo de pertinéncia - o primeiro ordinal infinito), tem-se,
também, por Cantor que ® < 2 (onde 2w significa o conjunto de todas as
seqiiéncias infinitas de 0 e 1, isto ¢, das fun¢des de w em 2).

Conseqiientemente, nem todo conjunto infinito é enumeravel.

Encerrando, entretanto, este trabalho, por julgar conveniente e
esclarecedor (ou, no minimo, interessante), apresentam-se, a seguir, conside-
ragdes sobre o fato de R (o conjunto dos niimeros reais) ser ndo-enumeravel.

Sejam os intervalos reais [ 0,1],]0,1[,[0, 1[e]0,1].

Primeiramente, observe que, da defini¢do de Equipoténcia entre
conjuntos, R =] 0, 1 [ se, e somente se, existe uma fungio bijetora
f:R—]0,1],ouseja,existef: R=1]0,1[.

Mas, a fungdo f: R=> ] 0, 1 [ definida por f(x) = (1/2)( 1 +x/( 1+ x|))
¢ uma funcgéo bijetora. Logo: R=]0,1[.

Analogamente, [ 0,1 ] =] 0, 1 | se, e somente se, existe uma fungio
bijetorah: [0,1]—1]0,1 [, ou seja, existe h: [0,1]=]0,1[.

Mas, a fungao h: [0,1] =0, 1 [ definida por h(x) ={1/2,sex=0; 1/
(n+2),se x =1/n com neN; x, se x # 0, 1/n com ne N é uma fungio bijetora.
Logo:[0,1]=]0,1].

Como ¢€ sabido, a Relagdo de Equipoténcia verifica a propriedade simé-
trica. Entdo, de [ 0,1 ]=]0, 1 [, resulta que ] 0, 1 [ =[ 0, 1 ]. Entretanto, a
Equipoténcia entre conjuntos verifica, também, a propriedade transitiva.
Portanto,se R=]0,1[e]0,1[=][0,1], resultaque R=[0,1].

Observe-se, também, que a fun¢do g: [0, 1] — [ 0, 1 [, definida por
g(x) = { 1/(n+1), se x = 1/n com neN; x, se x # 1/n com neN ¢é uma
fun¢do bijetora. Portanto, da Equipoténcia tem-se que [0,1]=[0,1 .

Notadamente, pela transitividade da Equipoténcia tem-se, de R=[ 0, 1
le[0,1]=[0,1][,queR=]0,1[. Mas, pela propriedade simétrica da Rela¢io
de Equipoténcia,de R=[0,1 [, vem que [ 0,1 [= R.

Ainda, observe que m: [ 0,1 [ —]0,1 ] definida porm(x)=1-x éuma
fungdo bijetora. Conseqiientemente, pela Relagdo de Equipoténcia entre
conjuntos, pode-se afirmarque [ 0,1 [=]0,1].

Assim, dos resultados anteriores e tomando-se as propriedades da
Equipoténcia, conclui-se que: R=[0,1]=]0,1[=[0, 1[= ]0,1].

Por outro lado, mostre-se que o conjunto de niimeros reais (o intervalo
real) | 0, 1 | ndo é enumerdvel, e, que, em conseqiiéncia, o conjunto R, o
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conjunto dos niimeros reais, ¢ um conjunto ndo-enumeravel. Tome-se para
tanto, entretanto, a forma ja consagrada de se evidenciar o fato em questdo.
Desta forma, considere-se o oposto, isto €, que [ 0, 1 | é enumeravel, denotan-
do por A o intervalo real [ 0,1 ].

Escreva-se os elementos de A em uma seqiiéncia, ou seja,

A={X,X,X, XXz 000 }.
Cada elemento de A pode, entdo, ser escrito sob a forma de um decimal
infinito da seguinte maneira:
x,=0,a, a2, ..a ..
x,=0,a,3,2,..a,..

x,=0,a, a_a,..8,..

x,=0,a a a. ..a ..

onde a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e cada decimal contém um niimero
infinito de elementos diferentes de zero.

Tome-se os decimais infinitos sob a forma 0,999... . Por exemplo,
tome-se 1/2 = 0,5000... = 0,4999... . Assim, escreva-se 0os nimeros na forma
decimal infinita na qual um nimero infinito de noves aparega (tal que exista um
nimero infinito de noves ou que sejam todos, exceto um conjunto finito de
algarismos, zeros; como no exemplo).

Construa-se, em seguida, o nimerorealy=0,b, b, b, ... b_... que perten-
cerd a A, da seguinte maneira: escolha b, tal que b, 'a e b !0, escolha b, tal
que b,#a, eb, #0, e assim proceda-se para os demais casos.

Observe, entdo, que y #x, poisb, #a, eb #0,y#x,, poisb,#a, e
b, # 0, ¢ assim correspondentemente. Logo, y # x, para n € N (onde N
representa o conjunto dos Nimeros Naturais). Portanto, resulta que y ¢ A,
contrariando o fato de que y € A.

O que permite afirmar que a suposi¢do inicial de A ser um conjunto
enumeravel conduz a uma contradi¢do. Logo, A = 0, 1 | ndo ¢ enumeravel.
Mas, como [ 0, 1 ] = R, R (0 conjunto dos nimeros reais) ndo ¢ enumeravel.

Tome-se, entretanto, a seguinte propriedade dos niimeros reais; isto ¢é:
sejal, =la,b ], I,=[a,b,],I,=[a,b,], .. uma seqiiéncia de intervalos
fechados para os quais I, © I, © I, D... . Nestas condigdes, entdo, diz-se que
existe um numero real y que pertence a quaisquer de tais intervalos.

Pode-se, no entanto, alternativamente, demonstrar que o intervalo
fechado [ 0, 1 | ndo é enumeravel servindo-se da propriedade considerada
precedentemente; o que, diga-se, é outra das formas classicas de demonstra-
¢ao.

Logo, suponha-se o contrério e considere A = { x , X,, X;5 X5 X5 o0 § COMO
no caso anterior.
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Proceda-se a constru¢io dos intervalos fechados I, ]1 I como a
seguir indicado.

Sejam os seguintes subintervalos fechados de [ 0, 1 |, isto €, os interva-
los [0,1/3],[1/3,2/3],]2/3,1], cada qual de comprimento 1/3. Assim sendo,
x, ndo poderd pertencer a todos os trés intervalos. Contudo, se x; fosse um
dos extremos, poderia pertencer a dois intervalos.

Seja o intervalo I, = [ a , b, | um dos intervalos considerados e tal que
x, ¢ 1. Considere, também, os trés subintervalos fechados de I, = [ a, b |;
istoé: [a,a+1/9], [a +1/9,a +2/9],[a +2/9,b, ], tendo cada um
comprimento 1/9.

De forma similar, seja I, um dos intervalos anteriores tal que x, ndo
pertence a I,. Prossiga, assim, sucessivamente.

Resulta, em conseqiiéncia, uma seqiiéncia de intervalos fechados tais
que I, DI, DI, D...onde x & I paracadane N (N denota o conjunto dos
Nuameros Naturais).

Entretanto, pela propriedade dos Nimeros Reais considerada, existe
um ntiimero real y € [ 0, 1 | tal que y pertence a cada um dos correspondentes
intervalos. Mas, comoy € A ={ X, X,, X;; X, X ... }, Yy =X paraalgumm € N.

Portanto, seguindo a construgio estabelecida anteriormente, verifica-
sequey=x_ex ¢ I ,contrariando o fato de y pertencer a qualquer intervalo.
O que se da devido a suposi¢ao inicial de tomar o conjunto A como enumeravel.

Assim, devido a contradi¢do constatada, resulta afirmar que o conjunto
A em questdio ndo é enumeravel; ou seja, | 0, 1 | ndo é enumerdvel; sendo pela
Equipoténcia, o conjunto dos Numeros Reais ndo-enumerével.
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