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RESUMO

O principal propésito deste trabalho ¢ explorar o modo pelo
qual se utiliza a concepgéo de Paradoxo em Matematica, mostrando
sua importancia para o desenvolvimento da mesma. Os Paradoxos
sdo conhecidos desde os tempos do filésofo grego Zendo. A anéli-
se de varios paradoxos de dificil solug@o contribuiu para o desen-
volvimento atual da Matematica.

Contudo, o estudo aqui apresentado ndo pretende ser
uma compilagfo integral das possibilidades inerentes ao assunto
abordado e, nem tdo pouco, limita-se ao enfoque considerado.
Porquanto, a importancia dos paradoxos em Matematica ndo pode-
ria ser completamente abordada, em quaisquer de suas dimensdes,
na limitagdo deste espago; uma vez que o tema, a bem da verdade,
encontrar-se-a, na melhor das reflexdes, em pleno desenvolvi-
mento.
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ABSTRACT

The main purpose of this article is to explore the idea of
Paradox such as it is used in Mathematics, to demonstrate its
importance in the development of Mathematics. Paradoxs has been
known since the time of the Greek philosopher Zeno of Elea. Many
Paradoxs, however, has been more difficult to resolve, and its study
has contributed in the actual development of Mathematics. Yet the
study here presented does not intend to be a complete compilation
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of the inherent possibilities of the subject studied and it is
neither limited to the focus here reputed. Whereas the importance
of the Paradoxs could not be completely studied, in any of its
dimensions, in the limits of this space, once the theme approached
specifically, for the sake of truthfulness, will be at best, under full
development.

Key Words: Paradoxs. Contradictions. Infinity. Set Theory.

1. INTRODUCAO

Considere a seguinte soma de uma determinada série infinita de termos,
qualseja: 0=(1-1)+(1-1)+.... Reagrupe-se, no entanto, segundo as proprie-
dades algébricas correspondentes, os termos da mesma série infinita da seguinte
forma alternativa: 0 = (1-1)+(1-1)+..=1+(-1+1)+(-1+1)+..
+ =1 = 1. Concluir-se-ia, entdo, surpreendentemente, que 0 = 1? Como isto é
possivel? O que esta por tras desta contradigfo?

Considere, também, a equagdo X +1=1N o- Pode-se subtrair N de ambos os
lados de uma tal equagdo e chegar-se a afirmagdo “paradoxal” de que 1 = 0,
enquanto N, (aleph zero) ¢ o numero cardinal dos conjuntos enumeravelmente
infinitos? De forma similar, se C é a poténcia do continuo, pode-se subtrair C de
ambos os lados da equagédo C + 1 = C levando ao absurdo 1 = 0? Quando, porém,
que a equagdo do tipo A + 1 = A é sempre verdadeira (nfo sendo absurda)? Existe
uma tal possibilidade? Quando a equagdo A + 1 =1 é verdadeira, se A nio é
“zero”? Seria possivel afirmar que A + A = A ¢ verdadeira, se A ¢ “qualquer” outro
valor além do “zero™?

Por outro lado, pergunta-se: existe 0 “conjunto de todos os conjuntos™?
Poder-se-ia definir o “conjunto de todos os nimeros cardinais existentes”? Seria
possivel admitir o “conjunto de todos os conjuntos que ndo contém a si mesmo
como membro”? Quais as conseqiiéncias de se supor a existéncia do “conjunto de
todos os numeros ordinais”? E possivel que “uma parte tenha 0 mesmo tamanho
que o todo”?

Ao longo da evolugdo da Ciéncia (principalmente no universo da Matema-
tica e da Légica), importantes pesquisadores se depararam com problemas (as
vezes “elementares™) tais que ao se partir de suposi¢des muito plausiveis obti-
nham-se conclusdes surpreendentes e contrarias, em muitas das vezes, a suas
convicgdes ou, em outros casos, continham contradi¢des internas independentes
da intuigdo de quem os analisava. Ao conjunto de tais problemas, arbitrou-se
denominar (indistintamente) Paradoxos ou Antinomias.

No entanto, em teorias formalizadas, os termos Paradoxo e Antinomia dis-
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tinguem-se quanto a natureza. Embora a constatagdo de Paradoxos e Antinomias
em uma teoria obrigue a reestruturagdo da teoria, a existéncia de Antinomias ¢
mais grave e sua eliminagfo acarreta considerdvel redugdo na abrangéncia da
teoria.

No presente compéndio, pretende-se apresentar, entdo, de forma geral,
algumas consideragdes sobre Paradoxos e Antinomias, evidenciando-se, em con-
seqiiéncia, ao assumir uma disting&o necessaria entre tais termos, que determina-
dos Paradoxos considerados na Matematica sdo, em verdade, exemplos de
Antinomias.

2. PARADOXOS E ANTINOMIAS

Os Paradoxos e as Antinomias tém desafiado o intelecto humano e foram (e
continuam sendo, mesmo nos dias atuais) responsaveis por promover verdadei-
ras revolugdes no conhecimento, gerando, em conseqiiéncia da analise dos mes-
mos, em diversas areas (particularmente em Matematica e em Logica), profundas
crises conceituais e renovados posicionamentos.

Freqilentemente, contudo, em termos da linguagem usual (da linguagem
materna), encontram-se as palavras Antinomia e Paradoxo definidas como termos
analogos; ndo se percebendo, em varios contextos, que os mesmos ndo podem
ser confundidos um com o outro, pois que diferem quanto a natureza e as conse-
qiiéncias.

Porém, neste artigo (e de forma técnica, e em geral), podem-se, considerar
algumas diferengas (recomendaveis) entre os termos Paradoxo e Antinomia, dado
que, de outra forma, em esséncia, ndo dizem respeito a0 mesmo tipo de problema
(logico).

Dentre as possiveis classificagdes existentes dos termos Paradoxo e
Antinomia, pode-se considerar aquela que propde que:

(D Paradoxo “é um argumento que produz uma conclusdo surpreen-
dente, a qual é contraria a nossa intuigdo”, e,

(I) Antinomia “é um argumento constituido de uma contradi¢do interna,
a qual é independente de nossas convicgdes”.

Assim, veja-se que uma Antinomia contém uma contradi¢do interna
(um “erro”) responsével pela inconsisténcia da teoria. Tal contradigéo € indepen-
dente da forma de argumentagdo e, se ndo descoberta, sera disseminada por toda
teoria, comprometendo-a seriamente. Um paradoxo néo contém contradi¢des in-
ternas, mas produz conclusdes diferentes daquelas que se espera (A + 1 = A, se
Andoé“zero”? A++1=Aimplicaque A+ (-A)+1=A+(-A); 1=0?).
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Observe-se, também, que tanto os Paradoxos quanto as Antinomias po-
dem ser subdivididos em Semanticos e Logicos, conforme envolvam questdes
relacionadas com metateorias ou ndo. Podem estar relacionados com conjuntos
finitos e infinitos, enumeravelmente infinitos ou conjuntos infinitos ndo enume-
réaveis. Quando ndo observada uma axiomatizagdo estrita das teorias em desenvol-
vimento, estdo presentes, principalmente, na Teoria dos Conjuntos, na Argumen-
tagdo Logica, na Epistemologia, na Linguagem, na Teoria do Conhecimento, em
quaisquer Ciéncias, € mesmo, na Matematica, quando esta é tomada com um
todo.

Neste compéndio, ressalte-se, em tempo, que questdes estritamente técni-
cas relacionadas com Paradoxos e Antinomias fogem ao propésito do mesmo; néo
sendo analisadas em seus detalhes. O que, efetivamente, se objetiva é motivar o
leitor sobre o assunto em questdo, apresentando algumas consideragdes sobre
determinados Paradoxos e Antinomias que levaram os matematicos a promoverem
importantes “ajustes” conceituais em suas teorias.

3. OSPARADOXOSE O INFINITO

Saliente-se, preliminarmente, que questdes relacionadas com o infinito sem-
pre motivaram e desafiaram tanto os matematicos quanto os l6gicos de diferentes
periodos, sendo que a bem mais de dois mil e quinhentos anos varios problemas

sobre o infinito intrigam os estudiosos e as tentativas de resolugfio de tais ques-
tdes mostraram-se responsaveis por verdadeiras revolugdes no dominio do
intelectivo.

Muito embora o homem tenha tentado “aprisionar” ou “domesticar” o infi-
nito através dos mais diversos artificios, este, por sua vez, continua a revelar que
em seu universo de dominio existem muitas coisas “estranhas” e “paradoxais” as
quais quando ndo percebidas previamente sdo responsaveis pela destruigdo de
teorias inteiras.

Os estudos desenvolvidos ao longo de centenas de anos sobre os Parado-
Xo0s e as Antinomias relacionados com o infinito mostraram ao homem, mais do
que quaisquer outras analises, como o universo dos fundamentos da Matematica
encontra-se repleto de armadilhas e de sutilezas, tanto quanto, como é facil se
deixar iludir quando néo se pode “fugir” dos dominios do infinito.

Conta-se, por exemplo, que Zendo (336-264 a.C.), o eleatico, prop0s o pro-
blema sobre uma corrida entre “Aquiles e a Tartaruga” para provar que era impos-
sivel compreender o movimento em termos aritméticos. Embora um tal problema
apresente-se quase como ingénuo (ao senso comum, principalmente) esconde
questdes de uma profundidade impar.
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O problema em questdo pode ser assim enunciado: “Aquiles em uma corri-
da com uma tartaruga: se a tartaruga tiver uma pequena dianteira, Aquiles (o
atleta) jamais a alcangara”. E, as justificativas sobre a conclusdo de Zendo podem
ser apresentadas da seguinte forma; quais sejam:

Primeiro: Aquiles e a tartaruga iniciam a corrida ao mesmo tempo, levando
a tartaruga uma pequena vantagem, conforme Zendo julgou ser justo.

Segundo: no momento em que foi dada a partida, Aquiles encontrava-se
em um ponto X e a tartaruga em um ponto X’ (adiante no caminho a percorrer). No
préximo momento, Aquiles encontrava-se em X’ e a tartaruga em X”, e, assim,
ocorrendo sucessivamente. Isto é, em cada momento, Aquiles encontra-se em um
ponto e a tartaruga no outro seguinte e, assim, por diante.

Terceiro: como € possivel considerar uma série infinita de pontos nas
trajetorias percorridas por Aquiles e pela tartaruga, conclui-se que Aquiles € a
tartaruga nunca se encontrarfo. A tartaruga estard sempre um ponto a frente de
Aquiles.

Observe que com base na argumentago anterior, Aquiles e a tartaruga
nunca se encontrardo, pois, como cada um deve percorrer, sucessivamente, uma
série infinita de pontos, ndo somente nunca chegardo no ponto final (que é um
ponto infinito), como nunca Aquiles encontrard a tartaruga devido a dianteira
inicial. Ou seja, a cada espago de tempo, tanto Aquiles como a tartaruga avangam
um ponto do espago total. A cada momento, tanto um quanto a outra avangam um
ponto apenas. Consequentemente, de fato, ndo poderdo encontrar-se jamais.

Observe que, pelo senso comum, Aquiles encontraria a tartaruga apos
alguns poucos passos (é o que provaria a experiéncia?); contudo, nos termos em
que Zendo o apresentou (nas condigdes em que foi enunciado e partindo-se das
premissas correspondentes — das condigdes iniciais postuladas) é o mesmo total-
mente coerente, sendo legitima a argumentagéo de Zendo.

Mas, afinal: na trajetoria de pontos infinitos a percorrer, Aquiles alcanga e
ultrapassa a tartaruga? Quais dos competidores venceria a corrida proposta? O
problema evidencia um Paradoxo? Ou, de outra forma, tem-se uma Antinomia?

Diversos Paradoxos envolvendo a concepgéo de infinito, tais como o de
Zendo sobre Aquiles e a tartaruga, foram responsaveis por importantes descober-
tas tanto na Matematica quanto na Logica; promovendo, em conseqiiéncia, con-
sideraveis abalos nas teorias entdo constituidas. O infinito atual disputa seu lugar
com o infinito potencial. Quando se aceita o infinito completado surgem Parado-
xo0s. Quando se nega o infinito completado outros Paradoxos e Antinomias mos-
tram sua “cara”. Tenta-se “aprisionar” o infinito através de restricdes axiomaticas.
O infinito rompe os grilhdes impostos e “assusta” aqueles que com ele trabalha.

Para alguns, o infinito é uma espécie de paraiso na Terra para os matema-
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ticos (paraiso este criado por Georg Cantor (1845-1918) — que como qualquer
homem era um ser finito). Para outros, os matematicos néo precisariam do infinito
e nem o usam (seres finitos ndo criam coisas infinitas, pois nfo as podem perce-
ber). Seja como for, quando termina a seqiiéncia 1, 2, 3, 4, 5, ..., ? Quando se quiser
parar, diriam os defensores do infinito potencial. Nunca, afirmariam aqueles que
acreditam no infinito completado. O infinito é atual ou potencial?

Como se sabe, a nogdo de infinito potencial refere-se a possibilidade de se
prosseguir ad infinitum o acrescentar, por exemplo, um namero posterior ao lti-
mo numero da seqtiéncia de numeros naturais 1, 2, 3, ...; ou, de outra forma,
prosseguir ad infinitum a subdivisdo de uma linha entre dois pontos, que tenha
sido previamente subdividida algumas vezes. Se, contudo, conceber-se a nogdo
de todos os elementos da seqiiéncia de numeros naturais, como a de todas as
partes da linha ndo mais divisiveis, como dadas em sua completa totalidade, pas-
sa-se a considerar a nogdo de infinito atual (a qual é muito mais forte que a de
infinito potencial).

O matematico s6 necessita da nogdo de infinito potencial para os objetos
da demonstragdo matematica? Pode-se rejeitar a nogéo de infinito atual em Mate-
mética? Em um procedimento matematico, qualquer passo a passo, isto €, em um
procedimento em que se empreende o préximo passo, caso o precedente tenha
sido dado, deve-se supor ou ndo a existéncia de um ultimo passo? Persiste a
questdo: o infinito ¢ atual ou potencial? Negando o infinito atual, teorias deixariam
de existir. Negando o infinito potencial, teorias ndo poderiam existir. Se existe o
infinito, como individualiza-lo, como distingui-lo efetivamente? Se o infinito é um
todo, onde esta sua infinitude? Se o infinito existe em poténcia, ndo seria finita
cada poténcia atingida? Quando o infinito deixara de desafiar o homem?

Veja-se, entretanto, que mesmo nos dias atuais, por exemplo, um jovem
iniciante em estudos da Teoria dos Conjuntos (tanto quanto os primeiros pesqui-
sadores) certamente poderia conceber que se o conjunto dos Numeros Naturais
Pares estd contido propriamente no conjunto de todos os Numeros Naturais,
entdo deve existir menos Niimeros Naturais Pares que todos os Numeros Naturais
(dado que estes tltimos contém, também, os Ntimeros Naturais impares).

Quando, porém, se demonstrar para ele que existem tantos Nimeros Natu-
rais Pares quanto Nimeros Naturais (que tais conjuntos tém o mesmo “tama-
nho”), o jovem estudante ficard, no minimo, perplexo. Porquanto, para o senso
comum ¢ impossivel admitir que uma parte seja igual ao todo. Encontrar-se-a,
entfio, 0 jovem em questdo, diante de um Paradoxo? Falsidico ou Veridico?

Contudo, neste caso, a parte (o conjunto dos Numeros Naturais Pares) é
igual ao todo (o conjunto dos Numeros Naturais); isto €, existem tantos niimeros
na série 2, 4, 6, 8, ... como na série 1, 2, 3, 4, 5, ...; pois, a série (infinita) dos
Numeros Naturais Pares é uma parte da série (infinita) dos Niimeros Naturais,
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dado que é notadamente possivel estabelecer a seguinte correspondéncia um-a-
um; qual seja: 2 <==1;4 <==2;6 <==3;...;2n<=n;....

Um tal Paradoxo € logicamente correto (ou seja, é um Paradoxo Veridico),
uma vez que é um elemento da definigdo de “séries infinitas”. Entretanto, afirmar
que “uma parte € igual ao todo” ¢ um absurdo quando se refere a uma “série
finita™.

Registre-se que o proprio Galileu Galilei (1564-1642) enfrentou a proprieda-
de fundamental de um conjunto infinito (de que uma parte dele pode ser equiva-
lente ao conjunto todo), ndo conseguindo conclui-la. Diga-se, a proposito, que o
conhecido Paradoxo de Galileu sobre a correspondéncia um-a-um entre inteiros e
quadrados perfeitos permaneceu um mistério por muito tempo.

Em fins da primeira metade do século XIX, instaurou-se, surpreendente-
mente, uma espécie de horror infiniti, na qual os mais célebres matematicos da
época defendiam ser impossivel o estabelecimento de um infinito completado em
Matematica e que todas as respectivas tentativas de identificar um tal infinito
completado somente evidenciavam Paradoxos. Ao contrario, contudo, Bernard
Bolzano (1781-1848), em suas suposigdes, acreditava que a infinidade dos Nume-
ros Reais era de natureza distinta da infinidade dos Nimeros Inteiros, sendo o
conjunto dos Numeros Reais ndo enumeravel e o dos Nimeros Natuarias
enumeravel.

Saliente-se, entretanto, que, como uma unanimidade, afirma-se que desde
os tempos de Zendo até 1872 néo se sabia ao certo do que se estava a falar quando
o infinito era mencionado. Porém, em 1872, J. W. R. Dedekind (1831-1916), anali-
sando os Paradoxos de Bolzano, concluiu que os mesmos néo traziam em si ne-
nhuma contradi¢do, mas sim continham a propriedade universal dos conjuntos
infinitos. Dedekind, entdo, em seu Stetigkeit und irrationale Zahlen, definiu pre-
cisamente conjunto infinito, ou seja “diz-se que um sistema S é infinito se, e
somente se, ¢ semelhante a uma parte propria dele mesmo; sendo que em caso
contrario S diz-se finito”.

Mas, felizmente, o matematico alemao Georg Cantor, que como Dedekind
também havia reconhecido a propriedade fundamental dos conjuntos infinitos, foi
mais longe ao afirmar que os conjuntos infinitos nédo s@o todos iguais, demons-
trando (para espanto de insignes matematicos da época) que ndo existe um infini-
to, mas infinitos tipos de infinito em Matematica.

Cantor provou que tanto o conjunto dos Quadrados Perfeitos quanto o
conjunto dos Numeros Triangulares apresentam a mesma poténcia que a do con-
junto dos Numeros Inteiros Positivos, dado que tais Numeros podem ser coloca-
dos em correspondéncia biunivoca. Cantor, também, mostrou que existem tantos
Niimeros Racionais quanto Numeros Naturais; isto €, que o conjunto dos Nuime-
ros Racionais é, também, enumeravel (ou, que a poténcia do conjunto dos Nume-

Tecnologia & Humanismo —n. 22e 23 - 13



ros Racionais é a mesma que a do conjunto dos Numeros Naturais).

Assim, o infinito dos Niimeros Naturais e de todos os conjuntos de Ntime-
ros que se podem por em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos Nume-
ros Naturais diz-se infinito enumeravel.

Para provar que o conjunto dos Niimeros Racionais tem a mesma poténcia
do conjunto dos Numeros Inteiros Positivos (isto ¢, que ambos sdo enumeraveis),
basta seguir simplesmente, as flechas indicadas no esquema abaixo (que ficou
universalmente conhecido como “o passeio de Cantor”) e contar as fragdes en-
contradas na seqiiéncia; ou seja:

11 2/1 3/1 4/1 5/1 oeo
4/2
4/3

it v
e o

214, 3l14 414 5/4 oo

g
1%/5 35 415 5/5 e

000000000000000000000000000000000000000000000000000

~

5/3 coe

Por algum tempo pensou-se, entdo, que todos os todos os conjuntos eram
enumeraveis. Cantor, entretanto, mostrou, através de uma reductio ad absurdum,
que o conjunto dos Numeros Reais apresenta poténcia maior que a do conjunto
dos Numeros Racionais; isto é, que o infinito dos Niimeros Reais é maior que o
infinito do conjunto dos Numeros Racionais. A partir da prova de Cantor, passou-
se a dizer que o infinito do conjunto dos Ntimeros Reais ¢ um infinito nio
enumeravel.

Muito embora ¢ caminho do matematico nos dias atuais encontre-se, até
certo ponto (em determinados campos e sob rigidas restrigdes), balizado quando
se percorre a estrada do infinito, a iinica coisa certa € que o infinito sempre reser-
vard algumas surpresas; estara sempre pronto a promover o desvio do caminho
programado e exigira (constantemente) a colocagdo de novas “bandeiras” no
caminho a percorrer.
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Na Antigiiidade estabeleceu-se extensa andlise dos Paradoxos e Antino-
mias. As correspondentes questdes ultrapassaram o Periodo Medieval, permane-
cendo o correspondente estudo meio que adormecido na Idade Moderna (1453-
1789). Contudo, as questdes sobre os Paradoxos e Antinomias ressurgiram com
grande importancia em fins do século XIX e inicio do século XX, dado que foram
levantadas novas (e importantes) questdes sobre o assunto.

A partir do momento em que a Teoria dos Conjuntos passou a influenciar
vérios ramos da Matematica, diversas contradi¢des relacionadas foram sendo
evidenciadas (com grande preocupagéo). A estas ultimas contradigdes, que po-
dem ser efetivamente eliminadas através de um desenvolvimento axiomatico, arbi-
trou-se denominar (indevidamente — pelo menos de forma estrita) “Paradoxos” da
Teoria dos Conjuntos.

Dado o desconforto e as drésticas conseqiiéncias da existéncia de Parado-
xo0s e Antinomias em uma teoria, diversos estudos por varios especialistas foram
sendo desenvolvidos no sentido de elimina-los ou, antes, controla-los. Tais estu-
dos mostraram que muito dos Paradoxos tinham a ver com questdes sobre “circu-

bR N3

lo vicioso”, “auto-referéncia” ou com indevidas “interpretagdes metalingiiisticas”.

Diga-se, porém, que apesar dos esfor¢os registrados para se “administrar”
os Paradoxos e Antinomias, muitos dos quais objeto de aprofundamentos e de
controvérsias, diversas questdes ndo se apresentam respondidas (ou, em outros
termos, as possiveis respostas ndo podem ser aceitas universalmente) e, infeliz-
mente, até o presente momento, nada permite afirmar que todos os Paradoxos e
Antinomias foram eliminados, dado que alguns deles ainda nfo sio conhecidos.

Levando-se em conta, porém, que Antinomias escondem contradigdes 10-
gicas (tais como o “Paradoxo” de Russell, na seqiiéncia apresentado) e que os
Paradoxos (propriamente ditos) sdo aqueles enunciados que embora ndo conte-
nham contradi¢des internas desafiam as nossas intuigdes, mostre-se que os cha-
mados “Paradoxos” da Teoria dos Conjuntos sdo, na verdade, Antinomias.

4. TEOREMA DE CANTOR

Contudo, antes de se evidenciar o acima considerado, julga-se necessario
a apresentacéo de um arrazoado sobre determinados elementos que serdo utiliza-
dos para se evidenciar as “contradigdes internas” presentes em tais “Paradoxos”.
Motivo pelo qual s@o apresentadas as consideragdes a seguir.

Sejam, entdo, X e Y conjuntos quaisquer. Diz-se que o conjunto X €
equipotente ao conjunto Y, que se indica por:

X=Y,
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se, e somente se, existe uma fungdo f: X — Y tal que f é uma fungdo bijetora; onde
o simbolo » denota a Relagdo de Equipoténcia.

Se o conjunto X € equipotente a um subconjunto do conjunto Y, entdo diz-
se que o conjunto X precede o conjunto Y ou que o conjunto Y domina o conjunto
X; instituindo-se, assim, o que se arbitrou denominar de Relagéo de Dominago,
que por sua vez ¢ denotada por:

Da Relagéo de Dominagdo anteriormente definida, é imediato que o conjun-
to Y domina o conjunto X se, e somente se, existe uma fungéo f: X — Y tal que a
funcdo f ¢ uma fungéo injetora.

Convencione-se, entretanto, que, nestas notas, f: X = Y passaré a denotar
que a fungdo f € uma fungéo bijetora do conjunto X no conjunto Y; g: X > Y
denotara que a fungdo g ¢ uma fungdo injetora do conjunto X no conjunto Y; e,
que o simbolo ¢ (antecedendo uma expressdo) serd utilizado (indistintamente)
para denotar que a expressdo que se segue ¢ uma lei, um teorema (ou uma
definig#o).

Disto posto, resulta, imediatamente, que:
FX~Y o Jf: X=>Yi€,
FXZY 3gX-oY;

onde, o simbolo <> vem denotar o conectivo “se, e somente, se”.

Pode-se, também, definir uma Relagdo de Dominagéo Estrita entre dois
dados conjuntos. Neste sentido, se o conjunto Y domina o conjunto X e o conjun-
to X ndo domina o conjunto Y, de modo que o conjunto X néo é equipotente ao
conjunto Y, diz-se que o conjunto Y domina estritamente o conjunto X, ou que o
conjunto X precede estritamente o_gonjunto Y; sendo tal fato denotado
por:

Nestas condigdes, resulta, portanto, afirmar que:
FX<Y o X YA~(X~Y)
isto €, o conjunto Y domina estritamente o conjunto X se, e somente se, 0 conjun-

to Y domina o conjunto X e o conjunto X ndo é equipotente ao conjunto Y; onde,
o simbolo U denota o conectivo “e” (a conjungdo logica).
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A Relagdo de Equipoténcia e a Relagdo de Dominagéo entre conjuntos
podem ser associadas a cardinalidade dos conjuntos envolvidos; senfo, conside-
re 0 que a seguir se apresenta.

Dado um conjunto X, define-se a cardinalidade do conjunto X como sendo
o Unico cardinal a equipotente com o conjunto X; o que pode ser simbolizado
pelas seguintes notagdes; quais sejam:

o =Card(X) = | X | = #(X).

Da definigdo acima, tem-se, por imediata conseqiiéncia, que dois conjun-
tos X e Y equipotentes entre si (X ~ Y) tém cardinalidades iguais (#( X ) =#( Y ));
isto é:

FX~Y o #(X)=#(Y).

Observe, ainda, quanto a cardinalidade, que, se X é um conjunto, entdo
#( X)), o numero cardinal de X é o menor nimero ordinal equipotente a X; ou seja,

De outra forma, sendo X e Y dois conjuntos quaisquer tais que o =#( X ) (o
cardinal X é o) e B =#( Y ) (o cardinal de Y € B), pode-se definir a Relagfio de
Desigualdade ( <) para os nimeros cardinais o e  da seguinte forma; qual seja:

FOLSB < Y domina X.

De forma correspondente, a Relagdo de Dominagio Estrita entre conjuntos
implica a Relag@o de Desigualdade Estrita para numeros cardinais; senfio, observe
o que a seguir € considerado.

Sejam os conjuntos quaisquer X e Y tais que oo =#( X ) e B =#( Y ). Portanto,
afirma-se que: X < Y se, e somente se, o < [3; isto é, tem-se que:

PX=<Y o o< pB.
Claramente, entdo, pode-se afirmar que para os cardinais a e b tem-se que:
b o<Beoas<Bara=p.
Observe-se, entretanto, que para os conjuntos X e Y tais que oo = #( X )
e B==#(Y), é correto afirmar-se que “se X domina Y e simultaneamente Y domina

X, entdo X e Y sd@o equipotentes”; ou seja:

PXZYAYRZX—oXAY.
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Ou, ainda, que “se o ¢ menor ou igual a 3 e, simultaneamente, B é menor ou
igual a a, entdo o e P sdo iguais”; ou seja:

}ocsB/\BSoc—>OL=B,

onde o simbolo — denota o conectivo “Se ..., entdo ...”.

Nestas condigdes, enuncie-se, entdo, o Teorema de Cantor; qual seja: “Todo
conjunto X ¢ dominado estritamente por seu conjunto poténcia @ ( X ); isto é:

b X< p(X),

para qualquer que seja o conjunto X”.

Considere, todavia, o conjunto de todas as fun¢des y do conjunto X em 2
(onde, observe, 2={J, { D} } ={0,1}); isto &, seja o conjunto denotado por
2% e definido por 2% ={y/y: X = 2}.

Mas, a fungdo f: @( X ) - 2% ¢é uma fungo bijetora; isto &,
f: o (X)=2%(onde, = ¢ tomado como anteriormente convencionado).

Portanto, f: (X ) = 2% se, e somente, se ¢ ( X ) ~ 2%, pela Relagdo de
Equipoténcia. Assim, se X < #(X)e p(X)~2% entdo X4 2%; ou seja, 0 Teorema
de Cantor pode, também, ser enunciado por:

P X< 2%
para qualquer que seja o conjunto X.

Apresentadas as observagdes anteriores, leve-se em conta, entdo, alguns
dos denominados “Paradoxos” da Teoria dos Conjuntos.

5. ANTINOMIAS NA TEORIA DOS CONJUNTOS

Ao longo da histéria da Matematica, diversas foram as Antinomias desco-
bertas e inimeros foram os estudos realizados com o objetivo de resolver as
contradi¢des internas diagnosticadas. Dos constantes trabalhos em torno das
Antinomias resultaram, de um lado, o desenvolvimento de varias teorias matema-
ticas e, de outro, uma grande preocupagéo para os matematicos. Porquanto, em-
bora se tenha conseguido “administrar” as Antinomias conhecidas (por meio de
restrigdes conceituais), ndo se tem instaurada a certeza de que outras no estejam
escondidas no universo da Matematica.

Das Antinomias descobertas, talvez aquelas evidenciadas na Teoria dos
Conjuntos sejam as mais significativas; dado constituir a Teoria dos Conjuntos a
base de diversas teorias da Matematica moderna.
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Por motivos dos mais variados, entretanto, os termos Antinomias e Para-
doxos se encontram, na maior parte dos registros, tomados como sindnimos. As-
sim, fala-se em “Paradoxo” de Cantor, “Paradoxo” de Burali-Forti, “Paradoxo” de
Russell ou “Paradoxo” dos Cardinais, quando estes, em termos estritos, sdo exem-
plos de Antinomias.

Mostre-se, portanto, e por exemplo, que os quatro exemplos anteriormente
citados, por conterem contradi¢des internas, sdo, efetivamente Antinomias.

5.1. “PARADOXO” DE CANTOR

Primeiramente, verifique-se que o denominado “Paradoxo” de Cantor, tam-
bém conhecido como “Paradoxo” do Conjunto de todos os Conjuntos, conduz,
efetivamente, a uma contradigdo; sendo observe o que a seguir se apresenta.

Admita-se a existéncia de um conjunto C tal que C seja o “conjunto de
todos os conjuntos possiveis”.

Mas, se o conjunto C € o conjunto de todos os conjuntos, entdo (notada-
mente) cada subconjunto de C €, também, um membro de C.

Logo, o conjunto poténcia de C, o conjunto 2€, é um subconjunto de C;
isto é, tem-se, necessariamente, que: 2€ < C.

Mas, se 2€c C, entdo existe a0 menos um subconjunto do conjunto C que
sera equipotente ao conjunto 2; resultando afirmar, pela Relagdo de Dominag#o,
que:

2¢ 3 C.
Entretanto, se 23 C, entdo #(2°) < #(C).

Assim, pelo paragrafo anterior, a poténcia do conjunto 2€ é menor ou igual
a poténcia do conjunto C.

Todavia, o teorema de Cantor estabelece que #( C ) <#( 2€) para qualquer
que seja o conjunto C; isto é: C < 2C€, Ou, seja, a poténcia do conjunto C é menor
que a poténcia do conjunto 2€ se, e somente se, o conjunto C (qualquer que seja)
¢ dominado estritamente pelo conjunto 2€.

Dos ultimos paragrafos, resultaria, portanto, que 2€ seria dominado por C
(isto &, #(2€) < #( C)) e C seria estritamente dominado por 2€ (isto é, #( C ) <#(
29)); o que evidenciaria uma contradigdo (#( 2€) <#( 2°)).

Portanto, a conjectura do “conjunto de todos os conjuntos” conduz a uma
contradigdo. Assim, o chamado “Paradoxo” de Cantor é, na verdade, uma
Antinomia. Independentemente das convicgdes que se tenha, ndo € possivel
admitir o conjunto de todos os conjuntos; pois que uma tal admissao traz, interna-
mente, uma contradi¢o.
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5.2. “PARADOXO” DE BURALI-FORT]I

Para evidenciar-se que o “Paradoxo” de Burali-Forti, 0 qual se enuncia
supondo a existéncia do “conjunto de todos os numeros ordinais”, ¢ uma
Antinomia; admita-se que um conjunto C denote o “conjunto de todos os nime-
ros ordinais”.

Como da teoria dos numeros ordinais “todo conjunto de numeros ordinais
¢ bem ordenado pela relagdo de desigualdade ( <)”, tem-se que C é bem ordenado;
pois, como assumido, C ¢ o conjunto de todos os ordinais.

Mas, se o conjunto C é bem ordenado, entdo deve existir uma familia | de
conjuntos bem ordenados semelhantes ao conjunto C; onde 1 diz-se niimero ordinal
e é tal que: A = ord.( C ) (denote-se tal informag@o por: D ).

Do estudo da semelhanga entre conjuntos, resulta afirmar que “um conjun-
to bem ordenado ndo pode ser semelhante a um de seus segmentos iniciais”
(denote-se tal informag@o por: D,).

Considere, portanto, s( A ) o conjunto de todos os numeros ordinais meno-
res que |. Logo, se s( A) € o conjunto dos ordinais menores que o ordinal I, entéo,
necessariamente, A = ord.(s( A ) ) (denote-se tal informagéo por: D,).

Mas, observe que se s( A ) corresponde ao conjunto de todos os elementos
em C que precedem A, entdo s( A ) ¢ um segmento inicial de C.

Assim, de D e D, resulta afirmar que: ord.(C) =ord.(s(2) ).

Contudo, se ord.(C)=A=ord.(s(A) ), entdo tem-se que o conjunto C €
semelhante a um de seus segmentos iniciais (o conjunto s( A ) ). Mas, tal fato,
evidentemente, contraria D,

Portanto, de fato, a concepgdo de um “conjunto de todos os nimeros
ordinais” conduz a uma contradi¢do; tendo-se, segundo as defini¢des anteriores,
que o “Paradoxo” de Burali-Forti &, na verdade, uma Antinomia. Existe uma contra-
dicdo interna na suposigdo de que exista o conjunto de todos os nimeros ordinais.

5.3. “PARADOXO” DE RUSSELL

Admita-se, a seguir, que um conjunto C seja o “conjunto de todos os
conjuntos que ndo contém a si mesmo como membro”; isto &, admita-se que C seja
definido por: C = { X / X ¢ X }. Nestas condigdes, pergunta-se: o conjunto C
pertence ou ndo pertence a si mesmo?

De imediato, evidenciam-se dois casos passiveis de questionamento:
() “CpertenceaC?”
(I) “C ndo pertence a C?”

Veja-se, entdo, que no caso (1), se C pertence a C, entdo, pela definigao de
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C, C ndo pertence a si mesmo. Ja, no caso (II), se C ndo pertence a C, entfo,
também, pela definigdo de C, C pertence a si mesmo.

Das conclusdes anteriores, € inevitavel, portanto, que “o conjunto C per-
tenga ao conjunto C se, e somente se, o conjunto C ndo pertence ao conjunto C”.

Mas, da Légica Elementar, resultar que um enunciado da forma “p se, e
somente se, ndo p”, isto &, p <>~ p, é uma contradi¢#o logica; sendo observe que:

pe~p o (p>~p)A(~p—>p) < (~pv~p)U(~~pVvp) &

S ~pA(PVP) S ~pAp & ¢

onde ¢ denota uma proposigéo logicamente falsa, isto é, uma contradigdo.

Portanto, o “Paradoxo” de Russell conduz a uma contradigfo, sendo, efeti-
vamente, um exemplo de Antinomia.

5.4. “PARADOXO” DO CONJUNTO DOS CARDINAIS

Por fim, para se evidenciar que o “Paradoxo” do “conjunto de todos os
nimeros cardinais” é, na verdade, uma Antinomia, defina-se o conjunto C como
sendo o conjunto de todos os nuimeros cardinais existentes.

Mas, se o € a designacdo de uma familia de conjuntos equipotentes a
um conjunto A, , o é denominado niimero cardinal e pode ser designado por
o = #( A.). Portanto, paraa € C, existe um conjunto A, tal que o = #( Aq).

Admita-se, em seguida, o conjunto 3 dado pela unio de todos os conjun-
tos Aq tais que o € C; isto €, seja = U € Aq.

Nestas condigdes, admita-se, ainda, o conjunto poténcia de B, isto é, con-
sidere o conjunto 2P de todos os subconjuntos de B.

Pela relagdo de equipoténcia entre conjuntos, tem-se, naturalmente, que o
conjunto ZBﬁé equipotente ( ~ ) a um conjunto b de cardinalidade 2P; ou seja,

tem-se que 2° ~ w28 ) Mas, ﬁ#( N )e um subconjunto de f3.

Nestas condigdes, se 2° € equipotente a um subconjunto de b, resulta, pela
relagdo de dominagdo entre conjuntos, que b domina 2°; isto é: 2 3 B .

~

Portanto, se 2P 3 B, entdo #(2P) < #(B ).

Entretanto, o resultado anterior contraria, uma vez mais, o teorema de Can-
tor que afirma que para qualquer conjunto B tem-se sempre que B < 2P, ou, em
conseqiiéncia, que #( B ) < #(2P). Logo, ter-se-ia a proposi¢do logicamente falsa
dada por #(2° ) < #(2°).
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Assim, ao se supor a existéncia do “conjunto de todos os numeros cardi-
nais” esta se admitindo, também, uma contradigdo; sendo, consequentemente o
referido “Paradoxo”, na verdade, uma Antinomia.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Deve-se observar que os exemplos anteriormente evidenciados ndo cons-
tituem a totalidade das Antinomias da Teoria dos Conjuntos. Sendo, por exemplo,
seria talvez possivel definir a “familia de todos os conjuntos equipotentes a um
conjunto” ou existiria a “familia de todos os conjuntos semelhantes a um conjunto
bem ordenado™?

Apresentados, portanto, os exemplos de Antinomias da Teoria dos Con-
juntos, bem como as demais consideragdes sobre Paradoxos, como se pode, efe-
tivamente, evitar tais situagdes indesejaveis em uma dada teoria?

Como se tem evidenciado, bem se pode evitar tais ocorréncias na Teoria
dos Conjuntos, por exemplo, através de uma axiomatizagéo estrita. Em 1908, o
matematico aleméao Ernest Zermelo (1871-1953), discipulo de Cantor, propds pela
primeira vez um conjunto de axiomas escolhidos de tal forma a evitar contradi¢des,
onde passou a considerar tdo somente a existéncia de conjuntos que sdo garanti-
dos pelos axiomas previamente assumidos.

Posteriormente, em 1922, o matematico alemao A. Fraenkel, nascido em
Munique, em 1891, apresentou uma modificagdo dos axiomas de Zermelo, sendo
que, nos dias atuais, tem-se o se consagrou denominar Teoria Axiomatizada dos
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, a qual mais recentemente, ainda, foi desenvolvi-
da pelo matematico norte-americano (de origem hiingara e discipulo de David
Hilbert (1862-1943)) Johannes Von Neumann (1903-1957).

Mas, concluindo, finalmente, este compéndio, onde se espera que o leitor
tenha perspectivado a importancia dos Paradoxos e Antinomias para a instituigdo
de avangos em Matematica, ou pelo menos, tenha obtido motivagdo suficiente
para prosseguir em estudos correlatos, apresenta-se, a seguir, um problema “ele-
mentar” cuja andlise e solucdo sdo sugeridas ao leitor.

Assim sendo, admita-se a existéncia de um hotel que contenha um niimero
infinito e enumeravel de quartos enumerados por q,, q,, g3, -.., q,, -.-; tal que todos
0s quartos estejam ocupados por turistas.

n’

Uma bela noite, de madrugada, chega um turista inesperado (sem reserva
no hotel) para se hospedar. O dono do hotel tranqiiilamente pede, entdo, a cada
um de seus héspedes que se mude para o quarto da direita, de forma a liberar o
quarto q, para o hospede inesperado. Em outra noite chegam dois novos hospe-
des, e o dono do hotel pede a cada um de seus héspedes que se mude dois
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quartos a direita, liberando os quartos q, € q,. E, desta maneira, o dono do hotel
procedera de forma semelhante caso apare¢am trés, quatro, cinco, ..., hdspedes
inesperados.

Uma noite, entretanto, chega um 6nibus trazendo infinitos e enumeraveis
turistas sem reserva para se hospedarem no hotel. O dono do hotel, mantendo a
costumeira calma, nfo se abala e pede, agora, a cada um de seus hospedes que se
mudem para o quarto cujo nimero seja o dobro do seu (de q, para q, ), liberando
espago para todos os novos hdspedes.

Portanto, o dono do hotel continua recebendo quantos infinitos e
enumeraveis novos hdspedes aparecer. Infelizmente, contudo, em dada noite es-
taciona em frente do hotel um 6nibus contendo um numero real de turistas, e o
dono do hotel fica apavorado, sem saber o que fazer.

Saliente-se, a propésito do anteriormente enunciado, que o problema em
referéncia (e suas varias e correspondentes adaptagdes) é conhecido, na respec-
tiva literatura, como o “Hotel de Hilbert”.

Muito bem! Tomando-se, ento, as consideragdes apresentadas anterior-
mente e levando-se em conta, estritamente, o contexto do problema em questdo, o
mesmo diz respeito a um Paradoxo ou a uma Antinomia? O leitor poderia encontrar
(e explicitar) alguma contradi¢do? Se o universo fosse infinito, seria possivel a
existéncia de um tal hotel? Seria, de todo, possivel acomodar os Gltimos turistas?
Como se poderia utilizar o Teorema de Cantor para resolver o problema em ques-
tdo? Enfim, por que o dono do hotel se apavorou?
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