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RESUMO

Entre o matematico e os cientistas existem relagdes em todas
areas do conhecimento. Isto ndo ocorre por acaso, pois a Ma-
tematica sempre foi indispensavel para a evolugdo do conheci-
mento cientifico e tecnologico da humanidade.

Atualmente, em maior intensidade do que no passado, a Mate-
matica esta presente na Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia,
Economia, Medicina, Informatica e em praticamente quaisquer
outros campos. Um tal fato se da devido a grande evolucdo da
computagdo, a qual permite aplicar os métodos da Matematica
para resolver problemas do mundo real de uma forma nunca an-
tes imaginada.

Tendo em vista a evolucdo dos softwares algébricos, a Matema-
tica torna-se acessivel a qualquer profissional. Evidenciar a faci-
lidade com que se pode estudar determinados conceitos mate-
maticos utilizando as ferramentas em questéo ¢, entdo, o princi-
pal objetivo deste texto.

Palavras-chave: Matematica. Software Algébrico. Fungdes.
Representacdes Graficas.

ABSTRACT

Between mathematician and scientists there are relations in all
areas of the knowledge. This does not occur by chance, therefore
mathematics has always been indispensable for the evolution of
the technological and scientific knowledge of humanity. At
present, in major intensity of than it has been in past, to
mathematical present in the Physics, Chemistry, Biology,
Engineering, Economy, Medicine, Data Processing and in
practically any other field. Such a fact happens due to the
tremendous evolution from the Computation, which has permitted
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the application of the approaches of the mathematics in order to
resolve problems of the real world in a way which has never been
dreamed of. Bearing in mind the evolution of the algebraic
software, mathematics become accessible to any professional.
The main objective of this text is to demonstrate the facility with
which one can study determined mathematical concepts utilizing
the tools presented in this paper.

Keywords: Mathematics, algebraic software, functions,
graphic representations.

1. INTRODUCAO

Devido ao progressivo grau de complexidade das situagdes que exigem
a utilizacdo da Matematica ¢ ao avango tecnologico dos computadores, fez-se
necessario implementar o desenvolvimento de métodos numéricos e algoritmos
computacionais cada vez mais poderosos e eficientes na busca de solugdes
numéricas dos modelos matematicos desenvolvidos que, em geral, ndo ve-
nham apresentar solugdes analiticas. O que, de forma fantastica, veio aumen-
tar ainda mais o poder da Matematica na producéo de ferramentas tecnologicas
e de tecnologias.

Assim, registre-se, em tempo, que no presente texto ndo se pretende
estabelecer um estudo detalhado sobre as muitas relagdes entre Matematica e
Informatica, ou antes, sobre os caminhos que levaram os cientistas destas
duas areas do saber a se unirem para a produgdo dos dispositivos computa-
cionais hoje indispensaveis para a continua expansdo do conhecimento do
homem e de suas atividades.

Neste trabalho, entdo, serdo apresentadas determinadas consideragdes
resumidas sobre exemplos de aplicagdo do software algébrico MAPLE V na
manipulagdo de particulares estruturas matematicas e na correspondente re-
solugdo de problemas a elas associadas.

Saliente-se, a proposito, que o MAPLE V (disponivel no mercado, em
distintas versdes) ¢ uma ferramenta que permite manipular praticamente todo
o conhecimento matematico. O MAPLE V é um dos varios exemplos do surpre-
endente desenvolvimento das relagdes de impregnacdo mutuas entre a Mate-
matica ¢ a Informatica ocorrido nos tltimos anos. Desenvolvimento este pos-
sibilitado tanto pelo estabelecimento de sofisticadas interfaces entre o com-
putador ¢ o homem, quanto porque grande parte das técnicas matematicas
hoje estabelecidas sdo algoritmicas; o que, por imediata conseqiiéncia, permi-
tiu a programagdo dos computadores para executar complexos procedimentos
matematicos (de forma muito eficiente e rapida).

Mas, por exemplo, se um engenheiro esta interessado tdo somente nos
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resultados, certamente existira um programa de computador que realizara sua
tarefa sem erros ¢ num fator tempo infinitamente menor; contudo, caso este
mesmo profissional desconhega como se aplica o modelo matematico na reso-
lugdo do problema em estudo ndo existe computador que possa realizar tal
tarefa.

O software de Computagao Algébrica MAPLE V pode ser utilizado como
ferramenta que auxilie tanto alunos quanto profissionais na visualizagdo de
conceitos matematicos. O aplicativo em questdo possibilita realizar um maior
numero de experimentos, além de permitir uma ampla interagdo com a Matema-
tica. O MAPLE V pode, também, ser utilizado para automatizar a solugdo de
inimeros problemas matematicos e realizar tipos de visualizagdes cientificas,
tanto de dados como de fungdes.

Acrescente-se, por exemplo, que todo o Calculo Diferencial e Integral
(tratado nos cursos de engenharia, em particular) pode ser amplamente explo-
rado através de fungdes especificas desenvolvidas no MAPLE V.

Um software algébrico, como o MAPLE V, pode ser utilizado como ferra-
menta Util para computagdes simbodlicas, numéricas ou visualizagdes graficas.
Permite, também, simulagdes industriais ¢ produgdo de base de dados. Além
do mais, com as ferramentas apresentadas pela Computagdo Algébrica (como
um todo), qualquer pessoa (com um minimo de conhecimentos relacionados)
podera aprimorar seus conceitos matematicos e ser instruida com nog¢des fun-
damentais em computacdo ¢ em logica de implementagdo.

No MAPLE V os recursos de representacdo grafica e geométrica encon-
tram-se desenvolvidos a tal ponto, que através dos mesmos é possivel realizar
o estudo de quaisquer curvas, superficies ¢ volumes através das representa-
¢oes graficas projetadas em espacos reais bidimensionais e tridimensionais.
Assim, graficos extremamente complicados e de dificil visualizagdo podem ser
representados (em segundos) de forma que se possa, através destas
visualizagdes graficas, estabelecer, de forma 6tima e rapida, relagdes pertinen-
tes entre os conceitos manipulados analitica e formalmente com os respecti-
vos espacos dimensionais.

Dada a existéncia de tecnologias computacionais diversas que atual-
mente se tornam parte integrante das ferramentas de trabalho de inumeros
profissionais, constitui uma falta de bom senso despender grandes cargas
horarias para se reproduzir calculos rotineiros de limites, derivadas, integrais,
determinantes, produtos escalares, autovetores, produtos vetoriais, ¢ tantos
outros. Ndo se esta a afirmar que tal conhecimento seja desnecessario, apenas
alerta-se sobre o fato que a reproducdo mecéanica e manual de tais calculos
poderiam ser realizados de forma mais eficiente através de dispositivos auto-
maticos.

O importante e imprescindivel no ensino da Matematica ndo esta
centrado na forma com que se realizam os calculos (na forma exagerada de
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adestramento), mas sim nas idéias que tal Ciéncia promulga para a evolucdo
do conhecimento cientifico e tecnologico. Deve-se trabalhar com idéias de
aproximagdo, de convergéncia, de infinito, de recursividade, de algoritmizagdo,
de fundamentagdo, de logica para se projetar formas de solugéo de problemas
do mundo real. A Matematica deve ser ensinada com o objetivo de dotar o
educando de um poderoso instrumento para se resolver os problemas do mun-
do real.

Qualquer problema do mundo cientifico e tecnologico pode ser formali-
zado através de um modelo matematico e resolvido segundo as teorias da
Matematica. Contudo, depois de modelado matematicamente ndo € importante
a forma pela qual os calculos sdo implementados. Pode-se perfeitamente utili-
zar o computador como uma maquina capaz de simular as solu¢des propostas
pela teoria matematica e favorecer uma investigagdo diagndstica ¢ dindmica
sobre o pensar em Matematica. Por outro lado, é claro que de nada adiantara o
computador se o profissional que o utiliza ndo sabe aplicar a teoria matematica
na modelagem de seus problemas.

O emprego de métodos computacionais pode oferecer oportunidades
de desenvolvimento de conceitos e de habilidades de resolugdo de problemas
através de experimentagdes mais extensas e abertas onde se podem visualizar
representacdes diversas dos problemas analisados em um nivel muito mais
aprofundado do que seria possivel sem a aplicag@o de tais métodos.

O computador ¢ um agente facilitador do trabalho experimental em Ma-
tematica. Permite o planejamento de intmeras atividades e estudos que
objetivem a aquisi¢cdo de habilidades e pratica de observagdo, permitindo a
exploracgdo e o melhor controle de inimeras variaveis, bem como a realizagao
de testes de diversas hipdteses em tempo muito menor. Entretanto, somente
sera possivel desenvolver-se em um tal ambiente desde que sejam dominados
os processos dedutivos e de generalizagdo difundidos pelas teorias da Mate-
matica.

Como qualquer ferramenta, ha de se ressaltar o computador, enquanto
tal, ndo traz solugdes para o desenvolvimento intelectual dos educandos em
Matematica. No existe a possibilidade de “ensinar” Algebra, Geometria, Cal-
culo Diferencial e Integral, ou quaisquer outras disciplinas da Matematica aos
alunos servindo-se exclusivamente do computador. E o computador uma sim-
ples “calculadora automatica”, poderosa, mas assim mesmo uma “calculado-
ra”.

Os alunos devem conhecer a ldgica dos procedimentos matematicos, os
significados e as possibilidades de aplicagdo da teoria matematica na resolu-
¢80 dos problemas do mundo real. Devem possuir s6lida formagdo em Mate-
matica e ndo apenas ser um simples calculista (pois céalculos as maquinas
realizam e, realizam muito bem). Deve-se formar um profissional capaz de cons-
tatar os problemas de seu meio e decodifica-los com base nos métodos e
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técnicas adquiridos pela Matematica associando-os aos diversos conheci-
mentos adquiridos por outras Ciéncias.

Muito embora 0 MAPLE V possa ser aplicado em diversas arecas da
Matematica, neste compéndio apresentar-se-ao, em uma primeira parte, alguns
exemplos de aplicagdo correlacionados ao Calculo Diferencial e Integral e, em
uma segunda etapa, mostrar-se-3o determinados exemplos de representacao
grafica de conjuntos de pontos em espaco real bidimensional e tridimensional.

2. APLICACOES DO MAPLE V NO CALCULO ELEMENTAR

Admita-se, primeiramente, ser necessario a determinagdo do limite a
seguir considerado para a tomada de uma determinada decisdo; a saber:

. (d—cos( x )
lim —————

x>0 <2

Assim sendo, recordando-se que cos(x) =cos’(x/2)—sen’(x/2)
tem-se que: cos(x) = (1—sen’(x/2))—sen’(x/2)=1-2.sen’(x/2) .

Mas, em decorréncia da identidade anteriormente estabelecida, resulta
afirmar, também, que:. 1 — cos(x) = 2.sen”(x/2)

Portanto, tem-se, em conseqiiéncia, o seguinte desenvolvimento; qual

seja:
— 2 2
fim (€0 _ L 2osen (x/2) L1 (sen (x/2) )
x>0 x? X0 X2 f 502 (X/2)2
2
=l.[.im M) Ly olL
2 x > 0 x/2 2 2

De outra forma, entretanto, poder-se-ia considerar, também, dentre ou-
tros, o seguinte desenvolvimento; qual seja:

lim (1 —cos(x)) — lim (1 — cos(x)).(1+ cos(x)) — lim (1 - cos*(x)) _

x>0 x? x>0 x2.(1 + cos(x)) x> 0x2.(1+cos(x))
2 2
- lim 3" z(x). 1 - lim sen(x) . lim 1 _
x>0 X (1+cos(x)) =x-0 x x = 0 (1+ cos(x))
2
=| lim sen(x) | im =12. 1 =l
x>0 X x = 0 (1+ cos(x)) a+1 2

Observe, entdo, que ao se aplicar quaisquer dos métodos de resolucdo
considerados ¢ (relativamente) facil obter a tendéncia 1/2; muito embora al-
gum tempo se perca para obté-lo.
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Contudo, mais facil ainda seria determinar a solugdo do problema
em pauta através do MAPLE V; pois, digitando a seqiiéncia dos seguintes
caracteres:

limit((1-cos(x))/x"2,x=0);

ter-se-ia, em fragdes de segundo, a resposta 1/2.

Evidencie-se, conseqiientemente, que o modo geral para se calcular o
limite de uma fungao f, quando a varidvel x tende a um valor a, através do
MAPLE YV, corresponde ao a seguir enunciado; qual seja:

limit((f,x=a,dir);

Mas, além do calculo automatico de limites, que outras vantagens (con-
siderando alguma vantagem — estrita - nesta automatizagdo) existem na utiliza-
¢do de softwares algébricos? No que diz respeito ao puro resultado numérico,
nada. Ndo se acrescenta absolutamente conhecimento algum para aquele que
ndo sabe o que significa um limite no Célculo Diferencial e Integral. E, além do
mais, em verdade, afirme-se que o calculo manual do respectivo limite ndo vem
assegurar, de forma patente, que quem o resolveu tenha plena compreensio
do que efetivamente foi determinado. Por outro lado, ressalte-se, também, que
quem nao sabe calcular um limite ou desconhece o que o mesmo significa,
continuara com as deficiéncias originais mesmo conhecendo como determina-
lo eletronicamente.

Entdo, alguns, talvez, questionariam: para que servem tais aplicativos
eletronicos? Qual a importidncia dos mesmos na formagdo dos alunos que
devem manipular uma teoria como a do Calculo Diferencial e Integral? Primei-
ramente, afirme-se, que uma das vantagens na utilizagdo de Softwares Algé-
bricos reside no fato de ser sempre possivel visualizar a respectiva represen-
tacdo geométrica da fungdo em estudo; o que, por sua vez, ja poderia contri-
buir para um melhor entendimento do limite em estudo; pois que seria possivel
“ver” as duas tendéncias simultaneamente. Porém, tal possibilidade esta con-
dicionada a aquisi¢ao inicial dos conceitos primeiros que fundamentam a teo-
ria em questdo.

Ressalte-se, porém, que a constru¢do manual de determinados graficos
nao ¢ algo que se possa qualificar como simples (para a maioria das pessoas).
Grande parte dos educandos (em particular) apresentam sérias dificuldades
quanto a plotagem de pontos no Plano Cartesiano quando estes sdo originari-
os dos pares de nimeros reais gerados pela aplicacdo das fungdes da forma
y = f(x). Mesmo para profissionais da area, com certa experiéncia, a elaboragdo
de muitos graficos ¢ algo que demanda algum esforco e pode custar um tempo
consideravel.

Entretanto, ao se analisar o grafico de pode-se compreender o signifi-
cado do valor do limite calculado; isto é, perceber-se-ia, efetivamente, que
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quando a variavel independente x tende (aproxima-se infinitamente, tanto por
valores maiores ou por valores menores) a zero a funcdo y = f(x) tende ao
real 1/2.

Portando, utilizando-se, a seguinte seqiiéncia de instrugdes:

plot((1-cos(x))/x*2,x=-5*Pi..5*Pi);

obter-se-ia, correspondentemente, o Grafico 01 a seguir apresentado; qual
seja:

f(x) = (1-cos(x))/x’

0.5

l

-15 -10 5 i) 5 10 15

Grafico 1

Saliente-se, também, que quaisquer limites de funcdes (sejam elas algé-
bricas ou transcendentes, quando a varidvel independente tende a valor real
ou infinito) podem ser facil e rapidamente determinados através de comandos
especificos do MAPLE V; no entanto, deve-se, ¢ claro, conhecer, de um lado,
a correta semantica e a sintaxe dos correspondentes comandos e, de outro, a
respectiva teoria (subjacente) sobre a existéncia de limites. A propodsito, em-
bora se tenha chegado ao valor 1/2 (se tenha, efetivamente, calculado um tal
valor), existe o limite em questao?

Certa vez, alguém teria dito apropriadamente: “... os homens, mais do
que solugoes, querem certezas ... . Veja-se, conseqlientemente, em relacdo ao
exemplo em pauta, que aquele que ndo conhece a teoria subjacente (ou que se
inicia no correspondente campo de estudo) teria que confiar plenamente no
resultado apresentado pelo aplicativo, ndo tendo o beneficio da ‘certeza’.
Neste aspecto, pouco o computador ajudaria, pois este ndo pensa. Executa
apenas o que lhe ¢ solicitado segundo o que foi programado. Assim, pela
exposicdo anterior, insiste-se: que ‘certezas’ garantem a existéncia do limite
calculado?

Admita-se, por outro lado, ser necessario a determinagdo das derivadas
sucessivas da fungdo real de variavel real definida por: f(x) = 2.x* —4.x* até
a segunda ordem, bem como, a determinac@o das coordenadas dos pontos de
maximo e dos pontos de minimo da mesma.
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Primeiramente, observe que para se determinar, através do MAPLE V, a
derivada de uma fun¢ao qualquer f(x) (ou seja, a fungdof'(x)) toma-se, em geral,
a seguinte seqiiéncia de comandos; qual seja:

diff((f(x),x);

Ja, para se determinar a derivada de segunda ordem da fungéo f(x) (ou
seja, a fungdo f'1(x) existem no MAPLE V, diversas formas. Uma das formas
mais simples, porém, consiste em tomar diff((f(x),x) como uma nova fungéo
de x e aplicar o comando anterior sobre esta fun¢ao resultante; isto é, a deriva-
da segunda de f(x) seria determinada por:

diff(diff((F(x),X),x);

Repetindo-se sucessivamente o procedimento anteriormente descrito
obter-se-iam as derivadas sucessivas da funcaof(x) = 2.x* —4.x* | as quais sdo
funcdes cuja variavel independente é a variavel x; isto €, ter-se-iam as
funcgdes: £'(x), f''(x), f'''(X), «y £"(X).

Assim, as derivadas de primeira e segunda ordem da fung¢do enunciada
por, f(x) = 2.x* —4.x* as fungdes f'(x)=8.x" —8.x ¢ f''(x)=24.x* -8, seriam
determinadas, através do aplicativo, respectivamente, através das seguintes
seqiiéncias de instrucdes; quais sejam:

diff(2*x*4-4*x"2,x);

diff(diff(2*x " 4-4%x/2,x),x);

Do Célculo elementar, sabe-se que as abscissas dos pontos extremenates
(dos pontos de maximos ou minimos) de uma func¢éo sdo os valores da variavel
x que anulam a fung¢ao derivada primeira. Desta forma, para se obter os valores
-1, 0 e 1 que anulam a funcdo derivada primeira, toma-se, no MAPLE V, o
seguinte conjunto de comandos; quais sejam:

g:=diff(2*x"4-4*x"2,x);
solve(g=0,x);

Os valores de x que anulam a derivada primeira serdo abscissas de
pontos de maximo, se substituidos na derivada segunda, gerarem valores ne-
gativos e serdo abscissas de pontos de minimo se gerarem valores positivos
(conforme, de forma elementar, se tem demonstrado).

Para se avaliar se os valores -1, 0 e 1 geram valores positivos ou
negativos quando substituidos na funcdo derivada segunda, utilizam-se os
seguintes comandos do MAPLE V; quais sejam:

Tecnologia & Humanismo —n. 26 — 109



h:=diff(diff(2*x"4-4*x"2,x),X);
subs(x=-1,h);
subs(x=0,h);
subs(x=1,h);

Portanto, obtém que f(-1) = f(1) = 16 > 0 ¢ f(0) = -8 < 0; resultando
afirmar que -1 e 1 s@o abscissas de pontos de minimo e 0 ¢ abscissa de ponto
de méximo da funciof(x) = 2.x* —4.x” .

Logo, para se determinar, através do MAPLE V, as correspondentes
ordenadas dos pontos de maximo e de minimo da funcdo em estudo, utilizam-
se as seguintes instrugdes; quais sejam:
f:=2%x"4-4*x"2;

subs(x=-1,f);
subs(x=0,f);
subs(x=1,f);

E, finalmente, os pontos de maximos e minimos da fun¢do em estudo
serdo os pontos dados por P_. (-1,-2), P . .(1,-2) e P__. (0,0).

Observe, a proposito, que as caracteristicas anteriormente evidencia-
das poderiam, também, ser constatadas (diretamente) através de outros recur-
sos (mais sofisticados) do MAPLE V. Contudo, a consideragdo dos mesmos
exigiria apresentar grau de detalhamento sobre os recursos do MAPLE V néo
compativel com a natureza introdutéria deste compéndio.

Assim, veja-se, entretanto, que (para o iniciante) mais interessante se-
ria a visualizag@o do grafico da func¢do em estudo; o que, como ja evidenciado
anteriormente, poderia ser obtido, pelo MAPLE V, tomando-se a seguinte linha
de comandos; qual seja:

plot(2*xA 4-4%x"2,x=-3..3,y=-2..3);

Nestas condigdes, o grafico da funcdo, f(x)=2.x*-4x’ com
xO[-3,3] 00 ey0O][-2,3] 0, seria dado por:

f(x)=2.x" —4x’

Grafico 2
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Muito embora o exemplo anterior de determinagdo das derivadas de
uma fung¢do através do MAPLE V corresponda a obtengdo da derivada de uma
fungdo de uma variavel, ressalte-se que através do software em questao pode-
se determinar, também, as derivadas sucessivas de quaisquer fungdes de duas
ou mais variaveis independentes (sejam variaveis reais ou complexas).

Desta forma, admita-se, a titulo de exemplo, ser necessario a determina-
¢do da deriva parcial de terceira ordem da fungéo real de variaveis reais defini-
dapor f(x,y,z) = 3.x*.y’ —4.x.y’.z* + 2.x.y’.z* uma vez em relagio a varidvel
x e duas vezes em relagdo a variavel y.

A correspondente seqiiéncia de comandos para se obter a funcéo deri-

o’ f(x,y,2)

vada em questdo, ou seja,
0x0y*

=72.x%.y —24.y.z* + 4.2° serd dada por:

diff(3*x"4*y 3-4*x*y 3%z 4+2%x*y 2*%72"3,X,y,y);

Através do MAPLE V, ¢ possivel, também, a obtengdo de integrais
definidos ou integrais indefinidos de quaisquer diferenciais, sejam estes
diferenciais de fung¢des reais ou de fungdes complexas; sendo ainda
possivel a determinagdo de integrais multiplos dos mais distintos graus de
complexidade.

Para se ilustrar a afirmagéo anterior, considere o diferencial de primeira

ordem da fungdo real de varidvel real definida por;  f(x)=x2.sen(x)+ cos(x)

isto ¢, seja o diferencial:. gy = (2.x.sen(x) + x*.cos(x) — Si“("))-dX
4
Ao se integrar dy, obtém-se a funcdo y = f(x), ou seja:

).dx =

—f(x)= [dy = 2 _sen(x)
y=1f(x)= j.dy _I(Z.x.sen(x)+x .cos(x) 2

cos(x) +C

=x’.sen(x) +

Tomando-se o caso em que a constante de integragdo C ¢ nula, as

instrugdes que permitem, através do MAPLE V, obter o resultado anterior
serdo dadas por:

int(2*x*sin(x)+x"2*cos(x)-(sin(x))/4,x);

Também € possivel determinar os valores de integrais definidos através
de comandos do MAPLE V. Assim, sendo necessario determinar o integral
definido do diferencial dy = (x° —4.x* =2.x> —=2.x+2).dx tomado de 1 até 4,
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4
isto é, 0 j.(X9 —4.x* - 2.x* - 2.x+2)dx ytilizando-se as seguintes instrugdes;
1

quais sejam: int(x"9-4*x"4-2*x"3-2%x+2,x=1..4);

4
obter-se-ia o resultado j‘(xg —4x* -2.x’ —2x+2)dx = 519513/5.
1

Caso, entretanto, fosse necessario determinar o valor obtido em
notagdo posicional - base dez, dever-se-iam utilizar os seguintes comandos;
quais sejam:

int(x*9-4*x"4-2%x"3-2%x+2,x=1..4);
evalf(”);

4

Logo, obter-se-ia o resultado: j.(xg —4.x* —2.x* - 2.x + 2)dx = 103902,6.

1

De forma analoga ao apresentado para a determinagdo de derivadas
sucessivas, pode-se, também, determinar integrais multiplos através dos
recursos do MAPLE V. Neste sentido, a titulo de exemplificagdo, veja que um

3 5
integral duplo da forma I I(Z-X3 y' —4.x’.y®)dxdy = -20951/5 seria determi-
1 2

nado (no MAPLE V), em fragdes de segundo, através das seguintes
instrugdes; quais sejam:

int(int(2*x 3%y 4-4%xA2%yA5 x=2..5),y=1..3);

A despeito dos exemplos anteriormente ilustrados (muito simples, res-
salte-se) de utilizagdo do MAPLE V, deve-se acrescentar que quaisquer con-
ceitos do Calculo Diferencial e Integral podem ser manipulados através do
aplicativo em questdo. Assim, problemas relacionados com a solugdo de equa-
¢oOes diferenciais ordinarias ou parciais, problemas de otimizagdo, estudo de
fungdes, desenvolvimento em séries de poténcias, transformadas de Laplace,
séries ¢ sucessoes numéricas ¢ de fungdes, integrais de linha, integrais de
superficie, séries de Fourier, transformadas Z, enfim, diversos assuntos trata-
dos no Calculo Diferencial e Integral, em seus mais distintos niveis, podem ser
avaliados e experimentados mediante a utilizagdo do MAPLE V; bastando para
tanto conhecer a semantica ¢ a sintaxe da correspondente linguagem utilizada
pelo software e os conceitos matematicos envolvidos (principalmente).

No presente compéndio, como ja evidenciado, pretendia-se apresentar
ligeiras consideracdes sobre as possibilidades de utilizacdo do MAPLE V
na resolucdo de alguns problemas comuns do Calculo Diferencial e Integral
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relacionados a determinacdo de limites, derivadas e integrais. Portanto, néo é
inten¢do apresentar consideragdes sobre assuntos mais complexos, muito
embora (saliente-se novamente) os mesmos poderiam ser facilmente analisa-
dos. Consiste, pois, este resumo mais uma motivagao para os interessados do
que, propriamente, uma instrugdo relacionada ao vasto campo de possibilida-
des.

3.  GRAFICOS EM ESPACO BIDIMENSIONAL ATRAVES DO MAPLE V

Assim, de outra forma, veja-se que uma das partes mais belas (em ter-
mos visuais) e indispensaveis (em termos da analise) da Matematica diz res-
peito, certamente, aos graficos de conjuntos de pontos em espaco bidimensional
e tridimensional. Contudo, uma das grandes dificuldades tanto dos educandos
quanto de todos aqueles que estudam a Matematica corresponde, exatamente,
a implementacdo manual dos graficos de curvas, planos, superficies e volu-
mes. Mesmo professores com larga experiéncia, as vezes se defrontam com
graficos que ndo podem, nem de longe, ser qualificados como simples ou
faceis de representagdo.

Com o advento do MAPLE V (e de outros softwares similares, ¢ claro)
tais problemas deixaram de existir (em parte), uma vez que 0 mesmo possui
recursos fantasticos que permitem a apresentagdo da representagdo de quais-
quer graficos de conjuntos de pontos em espago real bidimensional e
tridimensional de forma rapida, facil e precisa (pelo menos muito mais precisa
que a elaborag@o manual).

Assim sendo, apresentar-se-40, na seqiiéncia, alguns exemplos de uti-
lizagdo do MAPLE V na representagéo grafica de determinados conjuntos de
pontos no espago real bidimensional e tridimensional.

Como considerado anteriormente, a forma especifica dos comandos do
MAPLE V para arepresentacdo de uma determinada funcéo real de uma tnica
variavel real da forma y = f(x), definida para todos os x de um intervalo fechado
de numeros reais (isto ¢, Vx [ [x,, x,] [] ), é enunciada pela seguinte estru-
tura; qual seja: 0

plot(f(x),x=x,..x,);

na qual, ressalte-se, f(x) indica a funcdo da forma y = f(x) a ser representada
graficamente e a notagdo x=X,..x, indica o intervalo de valores reais da
variavel x.

A funcdo plot permite acrescentar a defini¢do dos correspondentes
valores de y (y O [f(x,), f(x,)] OO ) através da seguinte forma geral, qual
seja:
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plot(f(x),x=X,..X,,y=Yy ..¥,);

Saliente-se, ainda, que com a mesma fun¢do plot, o MAPLE V pode
representar um conjunto de varias fungdes da forma y = f(x) tomadas em um
mesmo intervalo real da variavel x. A forma geral que possibilita a edi¢do
simultanea do grafico de varias fun¢des de uma variavel é enunciada por:

plot({f, (x),£,(x),f,(X)se.0of, (X)},X=X X )3

Considere, portanto, os exemplos de representacdo grafica dos conjun-
tos de pontos no plano cartesiano a seguir apresentados, considerando-se as
correspondentes instrugdes no MAPLE V; quais sejam:

Exemplo 1a: Representacdo grafica de f(x) = arctag[(2x2-1)/(2x>+1)], tomada
parax [0[-4,4] ey O[-1, 1]

Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrugdes:

plot(arctan((2*x*2-1)/(2*x"2+1)),x=-4..4,y=-1..1);

cujo respectivo grafico sera dado por:

f(x) = arctag[(2x2-1)/(2x*+1)]

1
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Grafico 3
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Exemplo2a: Representagdo do grafico das fung¢des definidas por:
f,(x) = e*; f(x) = e™; f,(x) = -sech(x), para x I [0, 4] e y J[-2, 2].
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Observe, a proposito, que o grafico a ser representado corresponde ao
da relagdo binaria definida por:

R={(x,y)0 % (y=eOy=e*0Oy=-sech(x))Ox0O[0,4] Oy 0O[-2,2]}

Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrugdes:

plot({E*x,E*(-x),-sech(x)},x=-4..4,y=-2..2);

cujo respectivo grafico sera dado por:

R={(x,y)[ % (y=e0Oy=ex0Oy=-sech(x) ) Ox0O[0,4] Oy O [-2, 2]}
2_

i D 4
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2
Grafico 4

A despeito dos exemplos anteriores, deve-se observar que, em muitas
das vezes, é necessario representar, simultaneamente, o grafico de varias
fungdes definidas em intervalos diferentes da variavel x. Em tais casos, ¢
possivel, também, aplicar a instrucdo plot para resolver o problema.

Assim, admita-se ser necessario representar o grafico da funcéo real de
variavel real y = f(x) definida por:

x+6,se —6<x<-25A4<y<7
—x3,se—ZSxSl,5

2
X —4x-3,s¢e 2<x<5A-8=5y=<9

f(x)=

X, s¢e 6 < x<8
Tendo em vista a natureza restritiva do comando plot, ndo é possivel,
entretanto, editar o grafico da funcdo em referéncia diretamente. Deve-se
definir cada grafico separadamente, gravando-os em uma “variavel de
sistema” ¢ em seguida mandar executar, simultaneamente, o conjunto dos
graficos armazenados em tais “variaveis”.

Tecnologia & Humanismo —n. 26 — 115



Veja, entdo, que aplicando o conjunto de instrucoes :

a:=plot(x+6,x=-6..-2.5,y=-4..7):
b:=plot(-(x"3),x=-2..1.5):
c:=plot(x*2-4*x-3,x=2..5,y=-8..9):
d:=plot(x,x=6..8):
plot({a,b,c,d});

obtém-se o seguinte grafico; qual seja:

4l

B

_8._
Grafico 5

Muitas sdo as possibilidades de utilizagdo da fungio plot. Pode-se, por
exemplo, editar graficos de func¢des definidas através de equagdes paramétricas;
sendo a correspondente forma geral dada por:

plot([x(1),y(),t=t,..t,]);

Na instru¢do em referéncia, observe que x(?) e y(¢) correspondem as
equagdes paramétricas das varidveis X e y, enquanto que ¢ =¢,.. ¢, representa
a variagio considerada para o pardmetro t, isto é, denota o intervald1 <t=tz

Através da funcdo plot na forma paramétrica pode-se editar, entdo, o
grafico de quaisquer curvas definidas em coordenadas polares, bastando-se,
para tanto, tomar as equagdes transformativas de coordenadas cartesianas em

. , x = p.cos( )
coordenadas polares, isto ¢, ,com 0<8<2x.
y = p.sen( 8)

Admita-se, por exemplo, que fosse necessario editar o grafico da limagon
definida por: p = 2 - 4.cos( 8)

Convencione-se denominar @ de t (isto ¢, tome-se gigual a t). Assim, a
limagon em questdo seria enunciada por p = 2 — 4.cos( t) € as respectivas equa-
cOes paramétricas x(t) e y(t) seriam definidas, como < t < 27, por:
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x(t) = (2 — 4.cos(t)).cos(t)
y(t) = (2 — 4.cos(t)).sen(t)

Logo, a linha de comandos que permitira a edi¢cdo do grafico da limagon
em questdo sera enunciada por:

plot([(2-4*cos(t))*cos(t),(2-4*cos(t))*sin(t),t=0..2%Pi]);

sendo o correspondente grafico dado por:

p=2-4.cos(8)

o — O

[

Grafico 6

Pode-se, também, editar simultaneamente varios graficos em coordena-
das polares; sendo a forma geral que permite uma tal representagao ¢ dada por:

PLOt] X ,(0,9 (0,6t oty L% ,(0,9 (0=t L] X, (0, (0=t 1});

Nas instru¢des anteriores, cada uma das correspondentes expressdes
do tipo [ X, (0,y,(0,t=t ..t ], [ X,(0,y,(0),t=t .t ], ooy [ X, (1),y, (),t=C .t ]
passam a identificar uma determinada fun¢do da forma y = f(x) a qual ¢
parametrizada em fun¢@o de um parametro t e tomada para todos os valores
tOft,t].

Como um exemplo (elementar) de aplicagdo das instru¢des anteriormen-
te consideradas, apresente-se a representagdo simultanea das cardidides:
p=4.(1-sen(t)),p=4.(1-cos(t)),p=4.(1+cos(t))ep=4.(1+sen(t)).

Desta forma, através das instrugdes:

plot({[4*(1-sin(t))*cos(t),4*(1-sin(t))*sin(t),t=0..2*Pi], [4*(1-
cos(t))*cos(t),4*(1-cos(t))*sin(t),t=0..2*Pi],
[4*(1+cos(t))*cos(t),4*(1+cos(t))*sin(t),t=0..2*Pi],
[4*(1+sin(t))*cos(t),4*(1+sin(t))*sin(t),t=0..2*%Pi]});
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tem-se gerado o grafico da seguinte relag@o binaria; qual seja:

Grafico 7

4. GRAFICOS EM ESPACO TRIDIMENSIONAL ATRAVES DO MAPLE V

Graficos de pontos em espago real tridimensional também podem ser
representados através de comandos do MAPLE V. A fungdo que possibilita tal
edi¢do de graficos ¢ denotada por plot3d.

De forma geral, para se editar o grafico de fungdes reais de duas varia-
veis reais na forma z = f( x, y), no espaco real tridimensional, utiliza-se a se-
guinte seqiiéncia de instrugdes; quais sejam:

plot3d(f(X,y),Xx=X..X ,¥y=Y,..Y )

Em plot3d, f(x, y) vem representar a fun¢do z = f( x, y ) cujo grafico
sera editado no espago real tridimensional 00° = OXOXO, x =x,.x, ey =y,.y,
representam, respectivamente, os valores das varidveis x e de y tais que
componham os pares ordenados ( X, y ) pertencentes ao dominio de defini¢do
da fungdo z=1f(x,y); ouseja, (x,y) OD(f) M >=0X0.

Mostre-se, entdo, a representacdo do plano de equacdo
x/9 + y/16 + z/25 =1 com ( x, y ) O [-10, 10] X [-10, 10], tal que
[-10, 10] X [-10, 10] (OO =

Adequando o problema as restricdes da funcdo plot3d, resulta a se-
guinte linha de instru¢des; qual seja:

plot3d(25*(1-x/9-y/16),x=-10..10,y=-10..10);

E, conseqiientemente, obtém-se o seguinte grafico; qual seja:
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Inimeros outros graficos de fun¢des de duas varidveis podem ser
editados através da funcgdo plot3d. Entretanto, deve-se observar que, na
forma enunciada anteriormente, as fun¢des devem ser tomadas, necessaria-

mente, como z = f(X, y).

Para exemplificar algumas das inimeras possibilidades de representa-
¢do, considere os exemplos (elementares) a seguir apresentados; quais sejam:

Exemplo 1b: Representacdo grafica do paraboloide eliptico z=

XZ yz
a2

+b2,em

que toma-sea=2,b=3 e (x,y) O[-6,6] X [-9,9] (1] 2

Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrucdes:

plot3d((x*2)/4+(y"2)/9,x=-6..6,y=-9..9);

cujo respectivo grafico sera dado por:

-
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Exemplo 2b: Representacdo grafica do paraboléide hiperbdlico, z= Z—z - ;—2

em que toma-sea=2,b=3e (x,y) O[-6, 6] X [-9, 9] (1T *

Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrugdes:

plot3d((y*2)/4-(x"2)/9,x=-6..6,y=-9..9);

cujo respectivo grafico sera dado por:
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Grafico 10

De forma analoga ao considerado para a especificacio plot graficos de
diversas fung¢des (definidas em um mesmo dominio) podem ser editados simul-
taneamente (em conjungdo) através da instrucdo plot3d. Ou seja, podem ser
geradas, através de plot3d, graficos de relagdes.

Para tanto, deve-se tomar a seguinte forma geral se se pretende editar o
conjunto de n-fun¢des de variaveis independentes x e y (sendo as n-fungdes
enunciadas por z, = f,(x, y), z, = f,(X, y), ..., z, = f (X, y) definidas para todos os
pares ordenados (x, y) O [x,, x,] X [y,,y,] (0 ?); qual seja:

plot3d({f, (X, ¥),£,(X, ¥)see0of (X, V)1 X=X 0 X,y =Y Y )5

Também, como evidenciado para a fungdo plot, através de plot3d é
possibilitado a edigdo do grafico de superficies (e/ou de volumes) quando
estes sdo definidos através de equagdes paramétricas.

Assim, veja-se que a forma geral para se editar o grafico de uma super-
ficie definida por equagdes paramétricas corresponde a seguinte instrugio;
qual seja:

plot3d([f(u,v),g(u,v),h(u,v)],u=u,..u v=v ..v));
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plot3d([f(u,v),g(u,v),h(u,v)|,u=u ..u,,v=v ..v,);

Ja a correspondente forma geral para se editar o grafico de varias super-
ficies (definidas na forma paramétrica) simultaneamente ¢ dada por:

plot3d({[f, (u,v),g,(u,v),h, (u,v)],[f,(u,v),g,(u,v),h,(w,v)]....,
[f (wv),g (u,v),h (u,v)]},u=u .u,v=v,.v,);

Assim sendo, considere os graficos das superficies a seguir represen-
tadas mediante a aplicagdo das correspondentes sintaxes enunciadas anteri-
ormente.

Exemplo 3b: Representacio grafica da superficie definida porx® +y* +z* =a*
onde toma-se a =2

Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrugdes:

plot3d([2*(cos(u))*(sin(v)),2*(sin(u))*(sin(v)),
2*cos(v)],u=0..2*Pi,v=0..2*Pi);

cujo respectivo grafico (o da esfera) sera dado, obviamente, por:

X2 +y2 +Z2 =a2

Grafico 11

Exemplo4b: Representacdo grafica simultidnea das superficies geradas pelas
seguintes equagdes p =1-cos(t) € p =1+cos(t).
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Para editar-se o correspondente grafico, tomam-se as instrugdes:

plot3d({[(1-cos(u))*cos(u),(1-cos(u))*(sin(u)),v],
[(1+cos(u))*cos(u),(1+cos(u))*sin(u),v]},u=0..2*Pi,v=0..2%Pi);

cujo respectivo grafico sera dado por:

p=1-cos(t) e¢ p=1+cos(t)
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Grafico 12

5. CONSIDERACOES FINAIS

Conquanto seja desnecessario observar que as observagdes apresen-
tadas ao longo deste texto estejam muito distantes das amplas possibilidades
de aplicacdo do MAPLE V na manipulag@o de conceitos matematicos, ressal-
te-se, que o mesmo ndo constitui, em absoluto, algo conclusivo, no sentido
estrito da palavra; uma vez que mesmo os poucos temas tratados poderiam ser
objeto de extensas experimentacdes através dos recursos do MAPLE V. O
texto apresentado, em esséncia, poderia ser considerado como um ensaio
centrado na premissa maior de motivar o leitor quanto ao assunto abordado.

Todavia, os poucos exemplos apresentados bem podem mostrar a
potencialidade dos recursos de que dispde o MAPLE V para experimentagdes
dos mais variados conceitos matematicos.

Varias foram, entretanto, as simplificagdes e omissdes na apresentagao
deste compéndio, uma vez que ndo se poderia expandir mais detalhadamente
as observacdes consideradas sem adentrar-se em nivel de particularizagdo
incompativel com o propdsito de sua apresentacdo. Assim, esclarega, uma vez
mais, que as consideragdes aqui estabelecidas ndo cobrem totalmente
a abrangéncia dos comandos plot ¢ plot3d do MAPLE V para a edi¢do de
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graficos de conjuntos de pontos em espagos reais bidimensionais ¢
tridimensionais, e, nem tdo pouco se limitam aquelas apresentadas para a ma-
nipulagdo de conceitos do Calculo Diferencial e Integral elementar.
Corresponde, pois, o presente texto a uma simples introdugdo ao assunto
subjacente ¢ a uma pequena amostra das potencialidades do referido Software
Algébrico como auxilio no estudo de questdes matematicas.

Ressalte-se que, quanto a edigdo de graficos, por exemplo, diversas
outras instrugdes existem no MAPLE V que permitem a otimizagao e manipula-
¢do de quaisquer que sejam os graficos a representar. Comandos existem para
se rotacionar, inverter ou girar superficies em torno dos eixos coordenados;
instrug¢des especificas podem ser utilizadas para editar o grafico de superfici-
es ou volumes em coordenadas esféricas ou cilindricas; parametros podem ser
definidos para a configuragdo da forma, da dimens&o e da cor dos respectivos
graficos; podem ser evidenciadas caracteristicas de uma curva tais como
assintotas, curvatura, pontos criticos e outras; instru¢des avangadas existem
para se editar graficos em movimento; podem ser acrescentadas informagdes
particulares aos graficos tais como titulos, legendas, formulas, denominagéo
dos eixos coordenados; podem ser definidas distintas texturas dos graficos a
representar; e, muitas outras caracteristicas podem ser incorporadas nas cor-
respondentes edi¢des de graficos.

Como se objetivou evidenciar, as possibilidades de utilizagdo do MAPLE
V sdo ilimitadas e, como se apresentou, as formas de implementagao sdo, em
certa medida, muito simples. Contudo, a despeito das potencialidades de um
tal software, julga-se sempre necessario afirmar que o mesmo néo ensina Ma-
tematica a pessoa alguma. Pode, sim, facilitar o trabalho e possibilitar o esta-
belecimento de um campo ilimitado de investigagdes ¢ experimentagdes; pois,
maquinas, dispositivos eletronicos, calculadoras ou softwares ndo realizam
“inferéncias”, “ndo sabem pensar” e, conseqiientemente, somente executam
aquilo para o qual foram programados, estando a realiza¢do de quaisquer tare-
fas através dos mesmos condicionadas a concepgdo com a qual tenham sido
elaborados ¢ ao conhecimento das teorias da Matematica que se devam pos-
suir.
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