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Resumo

Este trabalho expressa a formula de Black-Scholes para op¢Ges em moedas através de medidas de
probabilidades martingale. Apds estudar os retornos do cambio BRL/USD e concluir que estes ndo
sdo iid.’s e, portanto violam as premissas do modelo mostrado, foi adaptado um modelo
computacional discreto, construido a partir de uma arvore de Markov, para precificar este
derivativo. E mostrado que a distribuicio da Arvore de Markov é aproximada por uma distribuic&o
mista de duas normais, passando o modelo para o continuo. Comparando os modelos, séo
identificadas disparidades nos precos de OpcdOes com strikes distantes do preco do ativo
subjacente. Os modelos com &rvore de Markov para Opcbes cambiaisobtiveram melhores
estimativas para este tipo de situacdo, conhecido como “smile”, como ocorre com 0 modelo para
Opcdes em acgdes, onde exatamente falha a equacéo de Black-Scholes.

Palavras-Chave: op¢des cambiais; derivativos financeiros;arvore de markov.

1. Introducéo

As flutuacdes das principais variaveis da economia, como taxa de juros, cambio e preco das
commodities, afetam tanto o ambiente corporativo e financeiro, como 0s cidaddaos comuns nao
envolvidos no ambiente de negdcios.

Instrumentos derivativos financeiros vém sendo usados cada vez mais pelas corporacfes
para gerenciamento da exposi¢do ao risco que a variabilidade dessas variaveis a fazem incorrer.

Uma empresa financiada a taxa de juros flutuante ou compradora de insumos agricolas ou minerais,



investidores com portfolios expostos a determinadas a¢fes, corpora¢des com atividades comerciais
ou financeiras internacionais, independente do mercado, todas elas estdo expostas ao risco.

Risco, segundo Zhang (1998), bem como energia, ndo se elimina se transfere de uma forma
para outra. Instituicbes tém deslocado grandes esforcos em pesquisas para identificacdo e
mensuracdo de riscos. Hedge é o nome que se da para operagdes de transferéncia de risco para
aqueles com menos aversdo ou com mais instrumentos para gerencia-lo.

Sabe-se que as relagdes comerciais entre nagdes fazem parte de um processo econdmico
existente ha séculos. A integracdo politico-social e econémica mundial, a chamada globalizacéo,
incentiva internacionalmente o comércio e a transferéncia de capitais de investimento. Por usarem
meios de troca diferentes, empresas que exportam ou que importam bens de outros paises, bancos,
especuladores e investidores, precisam precificar e trocar sua moeda local pela moeda estrangeira
para efetuar suas transacdes. Para isso, € preciso existir um ambiente onde esse processo é
realizado.

O mercado onde sdo negociadas as moedas é o FOREX. E o maior e mais importante
mercado financeiro do mundo, sem o qual ndo teriamos chegado a tal nivel de globalizacdo
comercial e financeira, ou ela sequer teria acontecido (Henderson, 2002, p. 1).

Apbs a quebra do acordo de Bretton Woods, que vigorou de 1944 até o periodo de 1971-
1973, as divisas comegaram a operar em regime flutuante e todos os pregcos da economia se
tornaram mais volateis. Veja o grafico a seguir da paridade Yen/Dolar:

Figura 1: Taxa de cambio Yen/Dolar

Japan: Yen per Dollar 1950-2009
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Fonte: Huffington Post

Segundo Marshal e Bansal (1993, p. 23-24), o aumento da volatilidade nos mercados se deu

por um produto das politicas inflacionarias, da globalizacdo dos mercados, da rapida
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industrializacdo dos paises subdesenvolvidos e do advento da era da informatica, fazendo com que a
aquisicdo e o processamento das informag6es se tornassem mais velozes. As politicas inflacionérias
se deram pelo financiamento dos débitos governamentais através da livre emissdo monetaria por
parte dos bancos centrais, os quais agora podiam aumentar a oferta de sua moeda, e
consequentemente a influéncia do estado na economia, 0 quanto desejarem, sem a necessidade de
lastrea-las a alguma commodity.

Desde entdo, o mundo experiéncia periodos de grande inflacdo, veja Figura 2, precedidos
por altas taxas de crescimento devido aos estimulos monetarios, como previsto na Teoria dos Ciclos
de F.A. Hayek, mostrada por lorio (2011, p. 149-173).

Figura 2: indice de precos do consumidor americano.

Consumer Price Index for All Urban Consumers: All Items (CPIAUCNS)
Source: U.S. Department of Labor: Bureau of Labor Statistics
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Esse combinado de fatores resultou em muito desenvolvimento cientifico na area de
derivativos financeiros nos ultimos 40 anos, proporcionando mais seguranga aos negocios globais.
A medida que as variaveis econdmicas (taxas de juros, precos de commodities, taxas de cambio,
etc...) se tornam mais incertas, esse setor adquire cada vez mais importancia e responsabilidade nas
instituices financeiras. Os Quants, como sdo conhecidos os profissionais de engenharia financeira,
possuem ferramentas que quantificam, monitoram e limitam os riscos incorridos nas mais diversas
operacoes.

E sabido que sem os derivativos financeiros, praticamente ndo haveria comércio
internacional. O empreendedor que ousasse exportar algum bem para receber em moeda estrangeira
seria muito mais um especulador, tentando adivinhar o que o banco central de tal pais iria fazer com
sua moeda nesse periodo, do que um comerciante propriamente dito. Hoje, existe a possibilidade

muito difundida de transferir o risco para uma terceira parte, que esta disposta a monitora-lo, e
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comercializar normalmente. Nesse contexto, torna-se necessario avaliar de forma acurada o preco

do derivativo, de modo que possa ser usado corretamente na estratégia de gestdo em questao.

2. Teoria da Arbitragem

2.1 Introducao

Os principais, se ndo todos os métodos de precificacdo de derivativos, sdo baseados na
nocdo de arbitragem. Esses precos sdo calculados de forma que, a0 menos evitem que haja
oportunidades de arbitragem, ou seja, oportunidades de operacdes simultdneas em diferentes
mercados que oferecam lucro, sem risco e em geral sem custo, acima dos juros de mercado.

Esse conceito ¢ usado para encontrar um “pre¢o justo” para um instrumento derivativo.
Qualquer desvio desse valor indica oportunidades de arbitragem.

Segundo Neftci (2000, p.14), had pelo menos quatro utilidades dos precos livres de
arbitragem:

- quando é preciso criar-se um produto financeiro;

- para realizar testes de stress em portfolios;

- marcacao a mercado dos ativos da carteira;

- finalmente, precos livres de arbitragem de ativos liquidos podem ser usados em estratégias
de algorithmic trading (algoritmos desenvolvidos buscar oportunidades de lucro, realizando

compras e vendas de ativos rapidamente).

2.2 Paridade Put-Call

A Paridade Put-Call é uma importante relacdo que deve ser observada. Chama-se de
CallOption uma opcéo de compra, que € o direito de comprar um determinado ativo, por um prego e
em uma data previamente estabelecidos. PutOption é o direito de vender esse ativo nas mesmas

condigdes. Se estes derivativos ndo respeitarem a seguinte igualdade, segundo Hull (2008, p. 208):
S+ P(t,K)= C(t,K) + Ke™™t (1)

entdo ha oportunidades de arbitragem. Onde:
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S = o valor negociado atual do ativo subjacente as opcoes;

P = o0 preco negociado da opg¢do de venda do ativo S, com prego de exercicio K e com t anos
para expirar;

C = o prec¢o negociado da opcdo de compra do mesmo ativo S, com preco de exercicio K e
com t anos para expirar;

r = taxa de juros de mercado livre de risco.

2.3 Precificagdo Neutra ao Risco

O prego de uma Opcdao de compra é dado pelo valor esperado do payoff (diferenca do preco
do ativo subjacente e o preco de exercicio) da Opcdo com relagdo a alguma medida de

probabilidade P, descontado a valor presente:
C = e " EP [max(S, — K,0)] (2)

ondeS; é o preco do ativo subjacente na data do vencimento da Opcéo.
Sabe-se que em geral, um ativo de risco descontado a valor presente, usando a taxa de juros

de mercado, terd um prec¢o superior ao seu valor atual:
S(t) < e TEP[S(t + 1)] (3)
E também que:
C(t) < e EP[C(t+1)] (4)

Isto é, 0 valor esperado de um ativo de risco descontado a valor presente (usando uma taxa
livre de risco) é maior que seu atual valor, porque investidores cobram um prémio de risco para
compra-los. Assim, para calcular um valor “justo” exato para o ativo, deve-se conhecer seu prémio

de risco cobrado. Assim obtém-se a igualdade:
S(t) = e "EP[S(t + 1)] + prémio (5)

Dada a complexidade de se calcular o prémio de risco de um ativo variavel, e de lidar com
sua taxa | de crescimento estocastica, sO resta trocar a medida de valor esperado na Eq. 5 para

encontrar o preco “justo” atual do ativo.
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Teorema fundamental de Financas - Neftci (2000, p.23)
Se valer a hipdtese de nédo arbitragem, entdo existe uma medida de probabilidade sintética Q,
chamada de Probabilidade neutra ao risco, equivalente a medida de probabilidade real P, que

satisfaz:
S(t) = e TEQS(t + 1)] (6)
C(t) = e "EQC(t + 1)] (7)

Percebe-se a conveniéncia de usar esta relacdo, de modo que a medida Q internaliza

qualquer prémio de risco embutido nos precos, sem a necessidade de estima-lo.

3. Medidas Martingale

3.1 Introducéo

Em Teoria da Probabilidade, um martingale é um processo estocastico tal que seu valor
esperado em um tempo (t + s), dadas todas as observacdes e informagdes necessarias até o tempo t,

é igual a observacao no tempo t, em relacdo a medida P. Neftci (2000, p. 24).
EP[Xersll] = Xe, Vs >0 8

Em geral, se tratando de ativos financeiros de risco, espera-se que o preco futuro descontado
do ativo seja maior que o preco atual e tem-se um processo chamado submartingale em relacéo a
medida IP:

E¥[Xeyslle] > Xe, Vs >0 ©)

Figura 3: Simulacdo de passeio aleatério de pregos
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Fonte: o autor
E possivel transformar um processo que é submartingale sob a probabilidade real P, em
martingale utilizando a medida equivalente @, como discutido anteriormente, e assim utilizar todo o

ferramental desta teoria para encontrar os precos “justos” dos ativos, explorando a igualdade:
EqXpsll] = X, Vs >0 (10)

A Teoria martingale classifica as séries temporais observadas de acordo com as suas
tendéncias. Um processo estocastico se comporta como um martingale, se sua trajetdria se comporta
sem periodicidades e tendéncias perceptiveis. Ja um processo que, em média, cresce como na Fig. 3,
é chamado de submartingale.

Seja I;,t € [0,T], representando toda informacdo disponivel até o tempo t, e sabendo que

toda a informacg&o passada esta contida nele:
I;c I, €I, s<t<T (12)
Considerando o processo aleatdrio dos precos, conhece-se S; dada a informacao ;.

E[S;ll;] = S;, Vt<T (12)
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De acordo com as defini¢cbes, martingales sdo variaveis aleatdrias que tém suas variacoes
futuras completamente imprevisiveis dadas as atuais informac6es. Por exemplo, supondo que S; €
um martingale, e considerando a previsdo de uma mudanca em S; num intervalo de tempo u, tem-

Se:
E[5t+u - St] = E[St+u] - E[St] =0 (13)

Segundo Norris (1997, p.129), a relagdo anterior é a propriedade forte, que mostra que a
melhor previsdo para S;, sob um intervalo arbitrario de tempo u > 0, é zero, e que S;,, € um
martingale, para todo u > 0. Considera-se assim, que direcdo do movimento futuro dos precos séo
completamente imprevisiveis. Esta é a caracteristica fundamental de processos que se comportam

como martingales.

3.2 Precificacao de Ativos

De acordo com as definicbes da secdo anterior, S; € um processo martingale se seus
movimentos futuros sdo completamente imprevisiveis. Mas, é sabido que os precos de titulos
descontados crescem com o tempo, e em geral 0 mesmo € valido para a¢des. Para moedas também é
possivel observar uma tendéncia, ou prevé-la de acordo com alguns estudos macroeconémicos.

Para um ativo arriscado S;, pode-se considerar um retorno esperado positivo, que ndo € um
martingale:

E[Stra — Sl = pd (14)

onde p ¢ a taxa de retorno esperada, e A ¢ um curto espago de tempo.

Embora talvez nenhum ativo financeiro, de risco ou ndo, se comporta Como um pProcesso
martingale, pode-se converté-los encontrando uma medida de probabilidade equivalente. Deste
modo, seu preco descontado a valor presente pela taxa de juros livre de risco, torna-se um processo
martingale. Feito isso, a igualdade:

E%e™Sial = St A>0 (15)

torna-se muito Gtil na precificacdo de derivativos.
Ha dois métodos para transformar um processo em martingale. O primeiro, e mais intuitivo
é subtrair a tendéncia esperada do processo de e~"4S,. No entanto, tornar-se-ia necessario conhecer,

ou prever, essa tendéncia esperada para um tempo arbitrario, e assumi-la constante. O segundo
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método, que sera usado no desenvolvimento da formula de Black-Scholes, trata-se de transformar a

distribuicdo de probabilidade do processo, de modo que se ha,
EP[e ™S Al > S;, VA> 0 (16)

ondeET[-] é a esperanca condicional calculada usando a distribuicio de probabilidade P, deve-se

encontrar uma medida de probabilidade equivalente @, que faga com que,
EQe ™S, Al = S, VA>O0 (17)

ee TS, torna-se um martingale.
Com isto, tem-se uma maneira pratica de obter analitica ou numericamente, o preco C, de
uma Opcédo de compra europeia (que s6 pode ser exercida no vencimento T) de um ativo S;, com

preco de exercicio K, chamado strike, e com taxa de juros livre de risco r:
C, = E®"T-D[max(S, — K, 0)] (18)

Simplesmente descontando o valor esperado (em relagcdo agora a probabilidade Q) do payoff
a valor presente.
Segue abaixo o desenvolvimento de algumas ferramentas necessarias para encontrarmos o

preco da Opcao com a Eq. 18.

3.3 Funcéo Geratriz de Momentos

Seja Y, um processo estocastico a tempo continuo,
Y, ~ N(ut,c?t) (19)
comY, dado. Define-se S; como um processo geométrico com S, dado,
S, = Spe™t (20)
A fungdo geratriz de momentos M(A) € uma esperanga estatistica especifica envolvendo Y;.
M(A) = E[e%*](21)

onde A ¢ um parametro arbitrario.
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Utilizando a distribuicdo da Eq. 20, a Eq. 21, segundo Meyer (1983, p.249), pode ser

calculada explicitamente da forma:

_ 2
Ele¥?] = [ eYe? 1 —7;(” Zutt) dY.(22
[e"] = [ e —e2 o +(22)

Agrupando os termos e multiplicando por:
e—(lut+%aztlz) e(/lp.t+%oztlz) —1(23)

tem-se:

_1(Y—(ut+o?td))?

ez ot dY,(24)

152422 0o 1
E[eyt,l] e(/lut+2cr tA%) f
—00 2ot

Sabendo que a integral acima é a area sob a funcgdo densidade de probabilidade normal, e

que seu valor € igual a unidade, obtém-se:

M(A) — e()ll,lt+%0'2t/12) (25)

Tomando derivadas de primeira e segunda ordem em relagdo a A e igualando-as a zero,

obtemos o primeiro e o segundo momento, iguais a ut e a o%t, respectivamente.

3.4 Esperanca Condicional de Processos Geométricos

Usando processos martingales para precificar derivativos, é preciso avaliar a esperanca
condicional E[S;|S,, u < t], onde S; é um processo geométrico. Por definicdo de processos de

Wiener, Neftci (2000, p. 176), é sempre verdade que:
Y, =Y+ [ dY, (26)
ondeY, é um processo estocastico definido pela Eq. 19, e portanto:
AY, = [ dY, (27)
Nota-se que pela definicdo de Processos de Wiener generalizados,

AY, ~ N(u(t —s),0%(t —5)) (28)
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De acordo com os calculos da se¢do 3.3, a funcdo geratriz de momentos deste processo é

dada por:

M) = e(lu(t—s)+%02/12(t—s)) (29)

Com a Eq. 29, torna-se possivel calcular a esperanga condicional do movimento browniano

geomeétrico.
E[E1S,, u<1t] = E[e®]5,] (30)

Se os incrementos de Y; sdo independentes (como sdo por definicdo), e que S, é ndo

aleatorio, entdo:
El[e?"t| S,] = E[e“"] (31)

Mas, E[e4¥t] é a fungio geratriz de momentos da Eq. 29 com A =1,
—)+i52(t— S
E[e4%] = o W(E=5)+507(t=5)) _ E[é 1S,] (32)

Multiplicando ambos os lados por S, tem-se a esperanca condicional de um processo

geomeétrico, e que serd amplamente utilizado nas proximas se¢oes:

1
Sue(u(t—s)+502(t—5)) = E[S:|S,u<t] (33)

3.5 Conversdo de Precos de Ativos de Risco em Martingales e a Escolha da Medida
Equivalente Q

Supondo novamente 0 processo geométrico:
Sy = Spelt,te [0,0)(34)

ondeY; é um processo de Wiener com distribuicdo denotada por P. Como anteriormente, P é a
medida de probabilidade real que governa o processo aleatorio que impacta S;. Como discutido no
Cap. 2, pode ndo ser conveniente, ou até mesmo ndo ser possivel trabalhar com a medida P, de
modo que se torna necessario encontrar uma medida martingale equivalente Q.

A distribuicéo real de S; é determinada pela distribuicdo de Y;. Consequentemente a medida

de probabilidade IP é dada por:
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Y, ~ N(ut, o%t) (35)

Sejam S; o preco do ativo subjacente ao derivativo em um tempo t > u, e S, 0 preco
observado em u. Sendo S uma taxa de cambio, entdo, segundo Marshall e Bansal (1993, p. 210) as

taxas de juros externa e doméstica sdo utilizadas e relacionadas segundo a paridade das taxas de
rt
juros, F(T) = S; % Sabe-se que se S, é um ativo de risco, ele ndo pode ser um martingale, e

portanto:
EP[e=(r=TPts,|S,] > e~ —THug, (36)

Sob certas condicdes, devera ser possivel encontrar uma medida de probabilidade Q, tal que

a inequacdo acima, se transforme nesta seguinte igualdade,
EQ[e 0TS S, ] = e~ ("TTPug, (37)
Define-se a nova probabilidade Q por,
N(pt,c?t) (38)

onde p ¢ um parametro arbitrario para a tendéncia ou meédia da distribuicdo, e que ¢ a Unica
diferenca das medidas Q e P. Usando a distribuicdo da Eqg. 38, e a formula da esperanca

condicional dada pela Eg. 33, obtém-se:
EQ[e—(T—Tf)(t—u)Stlsw u< t] — Sue—(r—rf)(t—u)e(p(t—u)+%gz(t_u)) (39)

Com a troca de medidas de probabilidade, o resultado da expressao acima ndo depende mais
da estimativa do retorno esperado p, mas de um parametro arbitrario p, o qual pode ser selecionado

de tal maneira que a medida Q satisfaga as condi¢des martingale:
EQ[e~r—mNE-Wg IS, u < t] = 5,(40)

Para isto, basta encontrar um valor de p que faca o expoente da Eq. 39 igual a zero. Sendo

assim, descobre-se que,
P =r—rf—%az (41)
anula o expoente do lado direito da Eq. 39.

170
Revista Gestdo Industrial



O parametro arbitrario p, esta agora definido em termos da volatilidade do ativo subjacente,
neste caso as taxas de cambio, e das taxas de juros livres de risco, tanto nacionais quanto
estrangeiras. E agora S,e ="/t~ tornou-se um processo martingale sob Q.

Apods isto, conhece-se a distribuicdo do processo sob @, que ndo depende mais de W:
N((r —rf =309t 0%t) (42)

e é equivalente a probabilidade real IP, diferindo apenas na sua média.

4. A férmula de Black-Scholes

4.1 Introducédo

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes publicaram “The
pricingofoptionsandcorporateliabilities”, Hull (2008, p. 277), artigo que continha um modelo
matematico, que hoje leva seus nomes, que se tornou o padrdo para a precificacdo dos mais diversos
derivativos, e que lancou uma area de atuacdo conhecida como Engenharia Financeira.

A férmula de Black-Scholes calcula o preco de uma Opc¢do de compra através de uma
Equacéo Diferencial Parcial (EDP), quando se aplica as seguintes condicdes:

- A taxa de juros livre de risco é constante e conhecida;

- O ativo subjacente ndo paga dividendos antes de a Opc¢éo expirar;

- A Opcdo é do tipo europeia, isto €, ndo pode ser exercida antes da data de vencimento;

- O preco segue Movimento Geométrico Browniano, com tendéncia e volatilidade
constantes e proporcionais ao prego;

- N&o ha custos de transagdo, e 0 ativo subjacente é infinitamente divisivel.

A partir daqui, a segunda condigdo tera uma modificacdo, dado que se quer calcular o prego
de uma Opcédo Cambial. O dividendo sera pago, e pago de forma continua, e € igual a taxa de juros
livre de risco da moeda estrangeira. Portanto, a formula final devera ser a adaptacdo que Mark
Garman e Steven Kohlhagen fizeram na formula de Black-Scholes para Opgdes cambiais, porém

através da Teoria martingale, e ndo com solucao de EDP’s.
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4.2 Desenvolvimento através de Medidas Martingales

Sabe-se que o payoff no vencimento de uma Opcédo se S;> K, é S; — K, 0 que permite
escrever uma equacgdo com essa condicdo de contorno e a propriedade martingale, como estd sendo

feito:
C, = EQe " T~ max(S, — K, 0)] (43)
Recordando as relagdes 22 e 42, podemos calcular diretamente a Eq. 43 usando:

1(Yp=(r=1f-302)T)?

L e 2 o2t dYr (44)

d(@ - V2mo?T

que fazendo t = 0 na Eq 43, pode ser escrito como:
Co= [ e max[S; — K, 0] d Q(45)
Substituindo as equacdes 34 e 44 em 45,

1(Y=(r=rf-30%)T)?

1
me 2 o?t dYT (46)

Co= J . e max[Spe’™ — K, 0]

Para eliminar a fungdo Max de dentro da integral, é necessario fazer uma mudanca nos
limites de integracdo. Sabendo que a Opcdo de compra sé tem valor caso o preco do ativo no

vencimento for maior que o preco strike, faz-se:
K < Spe't  (47)

Aplicando logaritmo natural, tem-se:

v 2n(5) (48)

0

Ou seja, In (55) passa a ser 0 menor valor tomado por Y. Substituindo na Eq. 46:
0

1(Yp=(r=1f~20%)T)?

o?t d YT (49)

%) 1

Co = gy o€ ~ K e

Usando a propriedade de soma de integrais, podemos separar a integral acima em uma soma

de duas integrais, e usando a substituicdo de variaveis:
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Y —(r—rf— G—Z)T
Z = TU—\/TZ (50)

pode-se resolver a segunda integral usando a nova variavel Z. Assim de:

ST [P0 L o pem YT (r=rf =50
Ke ln(%)me 202t 2 dYr (51)

tem-se:

—rT [ L _lZZ
K™ Sl l)- (rorg- 2w © 425D

oVT

Chamando o limite inferior de d,, como na formula original de Black-Scholes:

n(32)+ r—rf—a—z T
dz — (K) S\/T 2) (53)

Agora pode ser usada uma das propriedades de simetria da distribuicdo normal padréo:

—r [ 1277 _ pp-rT (d2 1272
Ke™™ [, ==e2 dZ =Ke" [ —e2 dZ (54)

que € igual ao segundo termo da formula de Black-Scholes e Garman-Kohlhagen (1983):
Ke ™ N(d,) (55)

onde N(+), é a notacdo usual para a distribuicdo normal padréo acumulada.

Resolvendo agora o primeiro termo da soma das integrais da Eq. 49,

\(Yp=(r=rf-302)T)?

e 2 o?t dYT (56)

o —
fln(%) e TTS,elT

1
V2moT

Apos utilizar a mesma substituicdo com a variavel Z definida na Eg. 50 e manipular os

termos, tem-se:

_ el 2 T o 1 _ﬁ
o—TT o r=Tf=50%) S, f—dz eGZﬁEe 2 dZ(57)
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usando novamente a propriedade de simetria da distribuicdo normal padréo e agrupando os termos

da funcéo exponencial do integrando,
—rT (r—Tf—=02)T d 1 2, 0Z\T
e "Te 2708, f_wﬁe 2 dZ (58)
e completando o quadrado somando e subtraindo %O'ZT, obtém-se:

1o2p _rf_lg2 d, 1 L 2
g2 Te 1T/ —30T g, f_;ﬁe 2(Z+oVT)" 47 (59)

Finalmente, faz-se a Gltima substituicdo H = Z + ¢+/T, para obter o primeiro da Equacéo de
Garman-Kohlhagen:

1
Soe T [T e dH = S,e 7T N(dy) (60)

onde d; = d, + oVT.

Esté derivada a Equacdo de Black-Scholes que foi adaptada por Garman e Kohlhagen para
Opcdes cambiais. Nota-se que nenhuma equacdo diferencial parcial estocastica foi usada no
desenvolvimento, tampouco o Lema de 1td6, Wilmott (2006, p. 94). Apenas foi usada uma esperanca
condicional tomada em relacdo a uma medida martingale equivalente, e a equacdo final é como

segue:
Co = Soe T N(d,) — Ke "T N(d,) (61)

onde:

5. Hedge com a Formula de Black-Scholes
5.1 Introducéo

Empresas e investidores que mantém algum tipo de negociacdo em moeda estrangeira estao

expostos as variagdes da taxa de cAmbio, e necessitam de estratégias que minimizem o risco de suas
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operacdes. Como ja falado anteriormente, com o uso de Opgdes financeiras & possivel limitar

possiveis perdas.

No entanto, as institui¢des financeiras que oferecem este produto aos seus clientes precisam

fazer Hedge de suas posices, isto €, realizar operacdes de protecdo do seu portfélio contra

variacOes das variaveis que afetam o preco do produto derivativo vendido. A isso se da o nome de

Gerenciamento de risco.

Analisando a Eg. 61, nota-se que o preco de uma Opc¢édo cambial C, é sensivel a variacéo de

seis variaveis, que sao:

- 0 preco a vista da taxa de cambio Sy;

- a variacdo da taxa de juros livre de risco paga em moeda nacional, r;

- a variagdo da taxa de juros livre de risco paga em moeda estrangeira, rf;

- a volatilidade de S, denotada por o;
- 0 preco de exercicio, K

- 0 tempo, T.

Ja conhecida uma formula para o preco da Opcdo, pode-se tomar derivadas parciais do preco

da Opcéo e criar operacdes de hedge.

5.2 Delta Hedge

A taxa de variacdo do preco de uma Opg¢do com relacdo ao preco do ativo subjacente é

conhecida como A (Delta),
ac
A=— (63)
Conhecendo as seguintes relagdes, Haug (200-?, p. 91):

) = e dz (64)

Ve
ON(X) ox
as n(x)as
1 Ly
n(x) = —=e 2 (66)

V2m

é possivel derivar uma equacéo para o Delta.
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ac ON(dy) 7 ON(dy)

A= — = —rfTN d -rfT
as ~ ¢ (d1) + Soe 3s as
aC aN(d,) 9d, dN(d,) ad,
- — —rfTN d S -rfrT__ N7 K —rT__\N"al 4
s~ ¢ (@) +Soe™ == 55 ~ K™ 54 s
ac ad ad
— _~_ -TfT —-rfT et —rT het’]
5= ¢ N(d,) + Sye n(d,) 7S Ke ™™ n(d,) 7S
Vendo que:
ONd,  Spe”"/T
s = gIh
K25
Obtém-se:
A=eTTN(d,), 0 <A<1 (67)

A equacdo acima indica qual sera a variacao no preco da Opcéo, dada uma pequena variagdo
no preco do ativo subjacente. Como em geral a taxa de juros é positiva, o valor de delta nunca
excede a unidade, e indica o quanto de moeda estrangeira deve compor o portfélio naquele dado
momento.

Os gestores monitoram o delta periodicamente, de modo a manter um portfélio imunizado
contra pequenas mudancas no preco do ativo subjacente, chamado portfélio delta-neutro, e que na
data de exercicio da Opcdo, tenha-se a quantidade total da moeda estrangeira em carteira para ser
entregue (em caso de ter sido vendida uma Opcdo de compra e ela ser exercida), ou ndo tenha
nenhuma quantidade em caso de a Opgao expirar com preco do cdmbio abaixo do strike.

Segue abaixo a realizacdo de uma simulacdo de delta hedge, em que a operacdo € de venda
de uma Opcéao de compra de USD1.000, com o preco de exercicio de 1,70 BRL/USD e com prazo
de 12 dias. A volatilidade apostada para o periodo é de 30%, as taxas de juros brasileira e americana
sdo 10% a.a. e 1.25% a.a. respectivamente. A taxa de cambio foi simulada segundo o movimento
browniano.

O preco recebido pela venda desta Opcdo foi de R$47,89, calculado com a férmula de

Black-Scholes.
Tabela 1: Simulacdo de Delta-hedge com Opc¢6es em cambio (BRL/USD)
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Tempo Bllaes Custo da

Dias para o para o Cambio Delta Black ey Doélares Custo dos | estratégia,
vencimento |vencimento| (BRL/USD) Scholes hedge comprados | doélares incluindo
(anos) juros
12 0,04762 R$ 1,700 53,8% R$ 0,04789 538,07 538,07 | R$ 914,72 | R$ 914,72
11 0,04365 R$ 1,713 58,5% R$ 0,05318 585,42 47,35| R$ 81,13 | R$ 996,20
10 0,03968 R$ 1,749 71,2% R$ 0,07394 712,11 126,69 | R$ 221,53 | R$ 1.218,11

©

0,03571 R$ 1,738 68,1% R$ 0,06408 681,01 -31,11 |-R$ 54,06 | R$ 1.164,51

0,03175 R$ 1,777 81,7% R$ 0,09117 817,03 136,03 | R$ 241,69 | R$ 1.406,65
0,02778 R$ 1,828 93,7% R$ 0,13512 936,79 119,75 | R$ 218,97 | R$ 1.626,15
0,02381 R$ 1,810 92,1% R$ 0,11602

0,01984 R$ 1,777 86,6% R$ 0,08490 865,82 -55,61 [-R$ 98,81 | R$ 1.500,77
0,01587 R$ 1,768 86,4% R$ 0,07550 864,34 -1,48 |-R$ 2,62 | R$ 1.498,72

0,01190 | R$ 1,749 82,1% R$ 0,05651
0,00794 | R$ 1,776 95,3% R$ 0,07829 953,43
0,00397 | R$ 1,779 99,2% R$ 0,07967 992,43
0,00000 | R$1,744 100,0% R$ 0,04440 | $1.000,00
Fonte: o autor

820,58 -43,75 [-R$ 76,53 | R$ 1.422,76
132,84 | R$ 235,95 | R$ 1.659,25
39,00 [R$ 69,39 | R$ 1.729,26

7,57 | R$ 13,20 | R$ 1.743,12

R R R R e R R Rl Rl R R R R

$
$
$
$
$
$
921,43 [ $ -15,36 |-R$ 27,79 | R$ 1.598,98
$
$
$
$
$
$

OlR|IN|w|d|lO|o|N |0

Vé-se que a opcao foi exercida, pois 1,744 > strike, e a medida que o cdmbio foi apreciando
0 lancador da Opg¢do foi comprando mais dolares, com dinheiro financiado a taxa de juros
doméstica, de modo que na data final a carteira continha os USD1.000 para serem entregues. O
delta representa o percentual dos dodlares a serem entregues no futuro que o gestor deve ter na
carteira. Em caso de a Opcdo expirar fora-do-dinheiro, o delta expiraria com valor igual a zero. Este
monitoramento, como nota-se, foi realizado uma vez a cada dia.

Foi recebido no inicio do contrato R$47,89, e a estratégia de hedge custou no total
R$1.743,12. O lancador da Opcéao obteve um lucro de R$4,99. No entanto, isso ocorreu pelo fato de
a volatilidade realizada no periodo ter sido de 26,96%, abaixo do valor o qual a Op¢éo foi vendida,
30%. Num caso oposto, o langador teria incorrido em prejuizo.

No entanto, para ter uma melhor estratégia de hedge, é preciso conhecer com que velocidade
o0 delta muda, dada uma mudanca na taxa de cambio. O monitoramento necessario para prevenir que
ndo haja grandes choques no portfélio e que auxilia na escolha da periodicidade das operacdes de

compra e venda do ativo subjacente, ¢ a taxa de variacdo conhecida como Gamma I'.

_ 9*%c _ n(dy)e~"T
=201y 5p (68)

Haug (200-?, p. 42), sugere que se use uma medida percentual em relagdo ao ativo

subjacente para gamma,

n(dq)e /T

I, =
P 1000VT

0>T (69)

pois 0 gamma como definido na Eq. 68 traz consigo resultados ilusérios em casos extremos, como a

venda de uma Opcdo de compra com strike muito acima do preco atual do ativo subjacente e com
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prazo longo. Em casos como esse, em que 0 risco € pequeno de a Opcao ser exercida, 0 gamma teria
valores muito altos e acima do normal para esse tipo de situacdo. Isso se da pelo fato de 0 gamma
ser definido como a variagdo em delta, dada uma pequena variagdo no prego do ativo. Uma pequena

variacdo no preco do ativo representa um valor alto percentualmente em relagéo ao seu prego.

6. Analise da Distribuicdo dos retornos da Paridade Cambial Real-Dolar

E possivel, e bastante provéavel que o retorno de ativos financeiros ndo sejam normalmente
distribuidos. Estudos empiricos mostram que ativos financeiros em geral apresentam assimetria e
caudas pesadas. Isso se da pelo fato de que retornos negativos extremos serem mais frequentes que

retornos positivos extremos.
Figura 4: Taxas de cambio (BRL/USD)
Taxa de Cambio Real-Délar (2011-2012)
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Fonte: http://www4.bcb.gov.br
Neste sentido, serd feita uma inferéncia estatistica dos retornos da taxa de cambio Real-
Dolar, para verificar se a distribuicdo deste ativo financeiro é normal, obtendo assim uma conclusao
sobre a utilidade da formula de Black-Scholes para modelar um derivativo com este ativo
subjacente a ele.

Para isto, serdo feitos dois testes, o teste Qui-quadrado e o teste Jarque-Bera.
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6.1 TesteQui-Quadrado

O teste Qui-quadrado, denotado por x?2, é um teste de hipdtese ndo-paramétrico, pois néo
depende da estimacdo de momentos, que objetiva calcular a dispersdo entre duas variaveis
nominais. Seu principio basico é encontrar divergéncias entre as frequéncias esperadas e observadas
de um evento. Meyer (1983, p. 385).

A formula para calcular as discrepancias entre as frequéncias esperadas e observadas € a

seguinte:

Fe;—Fo; 2
X?alc = ?:0 (;;—el) (83)

onde Fe; sdo as frequéncias esperadas, e Fo; as observadas.

Deve-se encontrar 0 Qui-quadrado tabelado yZ., com K-1 graus de liberdade, onde K é o
numero de classes, ¢ com nivel de significancia a.

Enunciam-se as hipoteses nula e alternativa. A hipotese nula é de que ha indicios de que as
frequéncias observadas ndo sejam diferentes das frequéncias esperadas e, portanto pode-se assumir
com (1- @)% de confianga que as distribuicdes sdo as mesmas, e a hipotese alternativa vice-versa.
Por fim, compara-se 0 yZ.;; com y2,,.. Em caso de o segundo ser maior que o primeiro, a hipétese

nula deve ser aceita.

6.2 Teste de Normalidade Jarque-Bera

O teste de Jarque-Bera foi desenvolvido especialmente para verificar se determinada
amostra tem distribuicdo normal, que ¢ a hipdtese nula do teste. Calculando a assimetria e a curtose

residuais, realiza-se o seguinte teste:

=S4 X (84)

6 24

onde, S é a assimetria e C é a curtose das observacGes, que sdo calculados da seguinte forma,

respectivamente:

_ iz;l:l(xi_x_)S

n (0'2)3/2

(85)

l Z?:l(xi_f)‘l-
n (02)2

C = (86)
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Distribui¢cdes normais possuem assimetria S = 0, e curtose C = 3.

A estatistica JB é assintoticamente Qui-quadrado com dois graus de liberdade, e o teste é
finalizado de forma anéloga a secdo anterior. Segundo Jondeau et AL (2008, p. 18), as duas
desvantagens deste teste, € que sua distribuicdo assintotica so vale para amostras grandes e que 0s
calculos da assimetria e curtose necessitam de uma estimativa prévia da média e da variancia, que

s8o sujeitas a erros.

6.3 Analise de Dados

Como pode ser notado na Fig. 5, a distribuicdo dos retornos da taxa de cambio Real-Dolar
n&o possui um comportamento perfeito de uma distribuicdo gaussiana.

Para esta analise, foram coletados dados de 01/10/2010 até 11/10/2012 da pagina web do

Banco Central brasileiro. O tamanho da amostra € de 506 dias de negocio.

Figura 5: Distribuicdo dos retornos (BRL/USD)

Distribuigdo dos Retornos USDYBRL
BI:I T T T T T T T

Densidade

f
004 003 002 -0 a 0.m 0.02 0.03 0.04
Yo

Fonte: o autor

Uma populagdo com distribuicdo normal é perfeitamente simétrica, seu coeficiente de
assimetria é igual a zero, e possui curtose, que é uma medida de dispersao que caracteriza 0 pico ou
achatamento, igual a trés.

Os dados do presente estudo apresentam:
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- Coeficiente de assimetria = 0,3539;

- Curtose = 6,9473

Como se pode notar no grafico, os dados tém comportamento leptocurticos, ou seja, a
curtose residual € maior que zero. Portanto, ha fortes indicios de que os dados ndo sejam
normalmente distribuidos.

O teste Qui-Quadrado, realizado com 3 graus de liberdade e a nivel de significAncia de 5%,
sugere que se rejeite a hipdtese nula, isto é, que os dados testados ndo sdo normalmente
distribuidos.

De fato, 0 y2,;,. = 29,007 é maior que 0 y2.;; = 7,815.

O teste Jarque-Bera apresentou resultados ainda mais fortes. O x2,. = 339,06 é
substancialmente maior que o xZ., = 5,859, sugerindo também que seja rejeitada a hipotese nula.

O valor-p ou nivel descritivo de teste, que pode ser interpretado como o menor valor do
nivel de significancia para o qual ainda rejeita-se a hipotese nula, também fornece fortes evidéncias
de que os retornos do cambio Real-Dolar ndo sejam normalmente distribuidos.

O valor-p do teste Qui-quadrado é 2,26 x 10, e o valor-p do teste Jarque-Bera é 107,

Conclui-se, portanto que a distribuicdo dos retornos dos dados analisados nédo é normal.

7. Precificacdo de op¢bes com arvore de Markov

7.1 Introducéo

Duas das mais importantes suposi¢des por tras do modelo de Black-Scholes sdo que os
retornos dos ativos financeiros sdo independentes e sdo normalmente distribuidos.

A segunda hipdtese ndo se aplica aos dados utilizados neste estudo, como visto no capitulo
anterior. J& a independéncia dos retornos pode ser verificada empiricamente, observando as
frequéncias relativas dos movimentos de subida e descida dos retornos, dado 0 movimento anterior.

Embora esta abordagem ndo sirva de prova cientifica de que os retornos ndo sejam
independentes, para isto deveria ser utilizado Inferéncia Bayesiana, € possivel aceitar que pelo
menos para esta amostra de 506 dias, os retornos do cambio Real-Dolar ndo sdo independentes, pois

como ilustrado na Fig. 6:

181
Revista Gestdo Industrial



- a frequéncia relativa de movimentos de subida, dado que o movimento anterior também o
foi, é de 55,25%;

- a frequéncia relativa de movimentos de descida, dado que o movimento anterior foi de
subida, é de 44,75%;

- a frequéncia relativa de movimentos de descida, dado que o0 movimento anterior também o
foi, é de 53,63%;

- a frequéncia relativa de movimentos de subida, dado que o movimento anterior foi de
descida, é de 46,37%.

Figura 6: arvore de markov com as frequéncias relativas do cAmbio (BRL/USD)

ARVORE DE MARKOV

55,25%

/’
/ \ 44,75%
\ 7 46,37%

\

53,63%

Fonte: o autor

Como serd visto mais abaixo, as frequéncias apresentadas anteriormente ndo sdo usadas
como parametros estimados no modelo, e sim as respectivas volatilidades de movimentos de alta e
de baixa do ativo.

No modelo Binomial tradicional, usariamos apenas a volatilidade de toda a série de dados
disponivel, que é igual a 12,20%. Porém, agrega-se mais informacdo com a Arvore de Markov,
incluindo a volatilidade dos movimentos de alta e de baixa, 9,23% e 8,1% respectivamente.

Ha& na literatura uma extensa lista de estudos que buscam, com diferentes distribuicGes de
probabilidade, modelar um determinado ativo ou mercado em particular. A maioria deles, relaxam
algumas das condicdes restritivas do modelo de Black-Scholes, e em geral obtém precos mais
préximos dos precos de mercado.

E geralmente aceito que, os desvios dos precos do modelo Black-Scholes em relagio aos
precos de mercado s@o devidos ao comportamento estocastico das taxas de juros e ao efeito “smile”

da volatilidade estocastica.
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Para Bhat e Kumar (2010), essa discrepancia ¢ também devida ao conhecimento dos agentes
de mercado de que, os atuais retornos dos ativos alteram a distribuicdo dos retornos futuros. E
diferentemente dos modelos tradicionalmente utilizados para precificar Opc¢des, 0 modelo de
Arvore de Markov leva essa dependéncia em conta.

O modelo de Arvore de Markov (MT — Markov Tree), leva em consideracio uma
dependéncia de primeira ordem de Markov, isto é, a distribuicdo do movimento seguinte s6 depende
do passo imediatamente anterior.

Assim como o conhecido modelo da Arvore Binomial de Cox-Ross-Rubinstein, o modelo
MT vai construindo a arvore a partir da data inicial, aquela que se quer conhecer o preco da Opcao,
até a data do vencimento do contrato. Essa construcdo é feita conhecendo as probabilidades e o
destino final de cada passo.

7.2 Parametros do Modelo

O primeiro passo, em n = 0, é feito como no modelo binomial padréo,
P(S; =uS,) =q (87)

onde Sy € 0 preco do ativo no passo X.

Paran > 1sejam,
Sn = {Sn = Sp-1} (89)
Sp = {Sn < Sn—l} (90)

isto €, a Eq. 77 indica que o preco do ativo no passo n € maior que no passo anterior, e 0 inverso €

indicado na Eq. 78. Assim,

P(Sp+1 = vSnlSp) = q* (91)
(Snt1 =WSplSp) =1—q" (92)
(Sn+1 = xSp|S7) = q~ (93)

P(Sn+1 =ySulSn) =1—¢q~ (94)
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Neste ponto, foram introduzidas as letras u, d, v, w, X e y, que representam os diferentes
fatores pelos quais os precos mudam a cada passo. Assim, de acordo com este modelo, o preco de
um ativo no passo n+1, dado que veio de um movimento para cima S,f, pode ser vS, com
probabilidade g*, ou wS,, com probabilidade 1—g*. Enfatizando que g%, ¢~ e ¢, séo
probabilidades neutras ao risco, e serdo definidas mais adiante.

Para o célculo dos fatores, é preciso estimar trés tipos de volatilidade da série de dados
estudada. Sabendo que a volatilidade é o desvio-padrdo anualizado, dividem-se os dados em uma

série de retornos positivos e outra série de retornos negativos. Com isso, tem-se:

0y = Gufly (95)
o= 6252 (96)

onde &5 € o desvio-padréo da série de tamanho [, & é o desvio-padréo da série completa e o, sdo

as volatilidades. Agora, segundo Bhat e Kumar (2010), € possivel calcular os fatores:

u= eVt (97)
v = eo+Vat (98)
x = eo-VAt (99)

onde At é 0 tempo de cada passo da arvore. Assumindo que todos 0s movimentos sdo simétricos em

relacdo a unidade, tem-se que, d = 1/u,w= 1/v e y= 1/x.

7.3 PropriedadeMartingale

Definindo as probabilidades como,

e(r-rNAt_g4
qQ=—"" (100)

(r=rf)At_

+ _ € w
Q"= (101)

_ e(r—rf)At_y
=0 (102)
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sendo r a taxa de juros livre de risco doméstica e rf a taxa estrangeira, pode-se adaptar o modelo de
Bhat e Kumar (2010) para Op¢bes cambiais, e mostrar que o modelo ndo admite arbitragem, dado

que possui a propriedade martingale:

E[S1] Sol = uSoq + dSo(1 — q) (103)

s e(r—rf)At —d +as |1 e(r—rf)At —d
= U u—d 0 u—d

¢ e(r—rf)At —d =l e(r—rf)At —d
IRC Ry u—d

= S,er-TNAL
eparan>1,
E[Spi1l Spy - Sol = ElSpsal Spy -, S0, Sa1P(Sp) + E[Spsal| Spy -, S0, Se1P(Sy)  (104)
= [vSpq™ + wSp(1 — qDIP(Sy) + [xSnq™ + ySp(1 — q7)IP(Sy)
= S,eTTPAP(SH) 4+ S, eTTIALP (S
= 5, eTNAL
7.4 Precificacdo Neutra ao Risco
Para calcular o preco de uma Opcéao de compra cambial com o modelo MT, basta lembrar
que:
C, =e "TE[(S, — K,0)] (105)
e que neste caso,

E[(St = K,0)] = Yoy, lo>k(0 = K)P(0) (106)

J.€ 0 vetor de todos 0s n possiveis estados ¢ no Gltimo passo da arvore, ou seja, sdo todos 0s
pregos que o ativo pode atingir partindo de S,. P(o) € a probabilidade do ativo atingir este preco o.
I,~x € uma funcdo indicadora que tem valor um, se o for maior que o strike K, e zero caso
contrario.

O preco da Opcéo é entdo calculado conforme a Eq. 92, descontando a valor presente pela
taxa de juros doméstica livre de risco, todos 0s possiveis precos acima do preco de exercicio

multiplicados por suas respectivas probabilidades.
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Como a quantidade de estados depende da profundidade da arvore, e pode haver diferentes
trajetdrias que resultem no mesmo estado, o problema que suscita neste momento é, como calcular
quantos diferentes caminhos s@o possiveis para atingir certo estado S,,, dado que se partiu de S,,.

O modelo de Arvore Binomial tradicional possui n® possiveis estados no tltimo passo, o que
ndo pode valer para 0 modelo MT, dado que ha estados que se repetem. E também é preciso saber
quais estados se repetem, e quantas vezes. Bhat e Kumar (2012) demonstraram que 0 namero de
estados possiveis em uma érvore de profundidade n, é n?n+2, e apresentaram um eficiente

algoritmo para se obter a fungio massa de probabilidade associada & Arvore de Markov.

7.5 Funcéo Massa de Probabilidade

E chamada de Fungio Massa de Probabilidade, a distribuigdo de varidveis aleatorias
discretas.

Sendo S, 0 preco inicial, nota-se que no passo 3 da arvore, S5 € /5, onde,
I3 = {Souv?, Souvw, Syuwx, Squwy, Sodxv, Sodxw, Sodyx, Sody?} (107)

Dai, conhecendo todas as diferentes trajetorias de se atingir S, partindo de S,, pode-se

calcular:

P(S, = So+sxv)=#{w)q" (108)
onde:

q=(1-q4q9"1-q"q,1-q") (109)
€,

q’ =T1%.q; (110)

e 0 simbolo # denota a cardinalidade.
Agora se torna necessario enumerar todos 0s possiveis v’s de uma arvore com profundidade

n. Bhat e Kumar (2012) sugeriram um algoritmo com esta finalidade.

8 Aproximacéo da Arvore de Markov com Fungdo Continua
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8.1 Introducao

Pode-se ver desde o capitulo 2, que o ingrediente chave para calcular o preco de uma Opcao
é o calculo do valor esperado do payoff da Op¢do tomado em relacdo a alguma medida de
probabilidade.

No capitulo anterior, esse valor esperado foi calculado a partir da funcdo massa de
probabilidade gerada pela Arvore de Markov, com o auxilio de um algoritmo computacional.
Embora seja bastante eficiente, este algoritmo estd refém da capacidade de precisdo da aritmética
finita do computador, e esta caréncia fica evidente no calculo dos fatoriais quando o nimero de
passos da arvore cresce.

Neste sentido, é necessario encontrar uma funcéo densidade de probabilidade que aproxime
aquela gerada pela arvore, de modo a obter uma férmula fechada para o célculo do preco da Opgao.
Isso foi feito por Bhat e Kumar (2012), e sera mostrado nas proximas secdes.

8.2 Recursao

Primeiramente, escreve-se 0 processo discreto recursivamente:

l, =logu= —logd (111)
[, =logv = —logw (112)
[, =logx = —logy (113)

Seja R(n, §) a probabilidade de atingir o valor § em n passos na direcéo positiva dos reais R
no n-ésimo passo. Analogamente, seja L(n, §) a probabilidade de atingir o valor § em n passos na
direcdo negativa dos reais R no n-ésimo passo.

Sendo log v e log x 0s Unicos passos positivos permitidos, R(n, $) é a probabilidade de
alcangar o valor § em n passos tomando log v e log x no n-ésimo passo. Se 0 no n-ésimo passo for
log v, entdo apds n-1 passos o preco estd em § — [;, e 0 alcangou tomando n-1 passos para a direita.
A probabilidade de atingir esta posi¢do apds n-1 passos € de R(n — 1,§ — [;). Da mesma maneira,
se 0 n-ésimo passo for log X, entdo apos n-1 passos o preco estd em § — [,, e o0 alcangou tomando n-
1 passos para a esquerda. A probabilidade de atingir esta posi¢cdo apds n-1 passos é de L(n — 1,5 —
[,). Agrupando, obtém-se:

R(n,8%) =q"Rn—1,5-1)+ qL(n—1,5—1,)(114)

De forma analoga, é possivel obter,
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Ln,5)=1—-qHR(n—-1,5+1)+ (1—q )L(n—1,5—1,) (115)

8.3 Solucdo Assintdtica

Inicialmente, sejam:
o) = [pf (e ™ds (116)
) = 7z af (0e™Sdk (117)

a Tranformada e a Transformada inversa de Fourier, respectivamente, e:

_ qteiku q e

—ikl,
= l(l —gHe (1 - q—)e—iklzl (118)

Tomando a Transformada de Fourier de ambos os lados das Equagfes 102 e 103, obtém-se

em forma matricial:

lﬁ(n, O] _ Iﬁ(n =LK _ et [ﬁ(n: ) (119)

Link)| ~|L(n-1,k)| L(n k)

Se P(n,§) = R(n,3) + L(n,3), € a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatéria
S,. entdo P(n, k) = R(n, k) + L(n, k) é a sua Transformada de Fourier. Assim, pode-se calcular
P(n,k):

R(1,k)

P(n k) = 1tM™ 1|
L(1, k)

(120)

Agora, usando Funcgdes Geratrizes para derivar a aproximacao assintética para a fungéo

densidade de probabilidade, como em Rudnick e Gaspari (2004). Para z € C, sejam,
p(zk) =Y R(n+1,k)z" (121)

Az, k) =Y2 L(n+1,k)z" (122)

as fungdes geratrizes para R e L, respectivamente. Usando 107, tem-se:
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PEIO w1 [RCLE
o = Zizomz lZ(l,k)l (123)

- - [0

L(1,k)
=-Mz)1? 6(1' k)
L(1,k)
B 1 1—(1—q etz q e kg R(1,k)
T (A-zm)(A-zmy)| (A-qhethz  (1-gH)eMhz|[L(1,k)
Seja p a funcéo geratriz de P,
p(z,k) = Y2 o P(n+1,k)z" (124)
- z (R, k) + L(n, k))z"
n=0
_ e [p@h)
Az, k)
Substituindo a Eq. 112 em 111:
(z k) = ——L &0 Y 125
PAZI) = G mp-zmy) 2 —zmp(-zmy) (125)
onde Y =R(LKk)((1—qHekh — (1 — (1 —q)e™2) + L(1,k)(qg e 2 — gte~ikl)é

independente de z.
A Eq. 133 fica assim:

p(z, k) =
P(1,k) mq mp
(my—my) (1—Z1T1.1 o 1—Zm2) +

y ( m m )_ P(1,k)

= m —oM{Z —m oM,z +
(my-my) \1-zm; 1-zmy/) (my-my) (my o™i 2 Ln=0M32")

z (my Yp—omiz™ —my Y omyz™)

(mi—-my)
1 N D n+1 n+1 n n n
= WZ(P(L’C)(T’M —my ) + y(my —m3))z
n=0
Por definicdo, P(n + 1,k) ¢ dado pelos coeficientes de z™ na expansio de p(z, k), e como
os valores de m,, m, e P(1,k) séo independentes de z, P(n + 1, k) pode ser tirado da Eq. 133, e
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pode ser visto que ele representa a Transformada de Fourier da probabilidade de se alcancar o valor

§ em n passos, como na Eq. 108:

1
(m1-my)

Pn+1,k) = (P(L )M —mi*h) + y(mi —m})) (126)

Como m,, m, (maior e menor autovalor de M em mddulo, respectivamente) e y dependem
de k, é necessario expandir P(n + 1, k) em torno de k = 0 para encontrar a Tranformada Inversa de
Fourier desta funcdo. Para mais detalhes, Bhat e Kumar (2012). O primeiro passo da arvore de

Markov resulta em:
P(1,k) = R(1, k) +L(1,k) (127)

= qe_i(§0+lu)k+(1 — q)e_i(go_lu)k

Sejam as constantes:

F, = e~ iSot+l)k (128)
F, = e~ Go~lwk (129)
a=(1-ghHe*r —(1—q e (118)
B — q—eiklz _ q+eik11 (130)

Assim,com y = qF,;a + (1 — q)F,(3, obtém-se:

1
(my-my)

Pn+1,k) ~ (P(1, kK)(m*t + ym}) (131)

= ﬁ (C[Fl(m;Hl +ami) + (1 - Q)Fz(m?ﬂ + Bm™))

~mP Y (qFy(my + @) + (1 — @) F,(my + B))

Apos realizada uma aproximacédo de terceira ordem no primeiro e no segundo termos, o

resultado é o seguinte:

at

2
. _ 2 _ k_2k2>
Pn+1,k) ~ qe< T ) +(1- q)e< S

(132)
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A aproximacdo da funcdo densidade de probabilidade € conseguida tomando a

Transformada inversa de Fourier da Eq. 121, assim finalmente,

R <—(§—u21)2> .~ <—(§—1422)2>
Pm+1,35~f(Gn+1) = ——e\ 21 /4 U= o\ 203 (133)

,Znaf ,mezz

é a aproximacio da distribuicio de S,,.; por uma Funcio de distribuicdo mista de duas normais, a
primeira N (uy, of) ponderada por g, e a segunda N (u,, 07) ponderada por 1- g. Os coeficientes y ,

e a{, estdo definidos em Bhat e Kumar (2012). Simplificando,

f§(§'n + 1) = qgl(gin + 1) + (1 - Q)QZ(gln + 1) (134)

8.4 PRECIFICANDO A OPCAO

Avaliar o preco de uma Opcdo de compra, como ja visto, é descontar a valor presente o
valor esperado (s — K) do payoff da opcédo (onde K é o preco de exercicio), no vencimento T,

usando uma distribui¢do de probabilidade, neste caso f;(s, T):
C=e[" (s—K)fi(s,T)ds (135)

Para relacionar a densidade de S; com Sy, faz-se:
P(Sp<s)= P(Sy <5) = [9° f(5,n + 1)d3 (136)
onde § = log s. Derivando ambos os lados em relacéo a s,
fi(s,T) = =fs(5n+1) (137)
pode-se prosseguir com a precificacao:

o)

Ce" = [,

s=fs(5,T)ds — 7 K< fs(5,T)ds (138)

= q ¢ 15, T)ds + (1 -q) [, 92(5,T)ds —Kq [7 = g1 (5, T)ds -K(1 — q) [, g2(5, T)ds

Expressando o prego da Op¢éo em funcéo de p, , € ;!
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2
91

Ce™m = qe( 2 +#1>N(x1) +(1- Q)€<72+#2>N(x2) — qKN(x3) — (1 — @)K N(x,)(139)

Onde
g2
X, = H1—o1—logK (140)
o1
g2
X, = % (141)
xy = tazlogk (142)
g1
x, = Hz—logK (143)

02

9. Comparagéo dos Resultados

Notou-se durante o trabalho que foram desenvolvidos dois métodos de precificacdo de
Opcdes cambiais completamente distintos. Abaixo, serdo feitas comparagdes dos precos tedricos da
equacdo de Black-Scholes (Garman-Kohlhagen), do modelo com Arvore de Markov Discreta
(DMT) e sua aproximacao continua (CMT), todas com valores hipotéticos.

Em todas as tabelas, sera considerada a taxa de cambio do dia 11 de outubro de 2012, igual a
2,0363BRL/USD como S,. Os Strikes serdo denotados por K, e 0 prazo da Opc¢do T. Todas as
Opcdes sdo do tipo europeia, que sé podem ser exercidas no vencimento.

Inicialmente, tem-se um prazo de 30 dias Uteis para o vencimento da Opcéo:

Tabela 2: Simulagdo de Opgdes em cdmbio (BRL/USD) com prazo de 1 més

K T DMT CMT BS
R$ 2,00 0,119 R$ 0,059 | R$ 0,059 | R$ 0,067
R$ 1,50 0,119 R$ 0,548 | R$ 0,548 | R$ 0,549
R$ 2,30 0,119 R$0,00 | R$0,00 | R$0,00

Fonte: o autor

Percebe-se que para Strikes perto do prego, o local mais critico @ medida que o vencimento
se aproxima, os modelos de Arvores de Markov possuem precos menores.
A simulacdo com um prazo de 6 meses apresentou uma diferenca mais significativa na

Opcdo com Strike R$2,30, chamada de Opg¢do fora-do-dinheiro. Isso se da pelo fato de a
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volatilidade implicita ter o conhecido efeito smile, e esta calculada a partir do preco dos modelos
com Arvore de Markov, resulta em 8.86%, diferente da volatilidade histérica de 12.2% inserida no

modelo de BS. O modelo BS resulta em uma Opgao mais cara do que, aparentemente €.

Tabela 3: Simula¢do de Op¢des em cdmbio (BRL/USD) com prazo de 6 meses

K T DMT CMT BS
R$ 2,00 0,5 R$0,118 | R$0,118 | R$ 0,133
R$ 1,50 0,5 R$ 0,587 | R$ 0,587 | R$ 0,587
R$ 2,30 0,5 R$ 0,005 | R$ 0,005 | R$ 0,015

Fonte: o autor

A JUltima simulagdo € com um vencimento de 3 meses. Neste caso sdo observadas
discrepancias dos modelos com Arvore de Markov para o Black-Scholes em todos os Strikes. Pelas
mesmas razdes apresentadas anteriormente, as maiores disparidades encontram-se nas duas Op¢des

com strikes mais distantes do preco do ativo.

Tabela 4: Simula¢do de Opgdes em cdmbio (BRL/USD) com prazo de 3 meses

K T DMT CMT BS
R$ 1,90 0,25 R$ 0,169 | R$0,170 | R$ 0,173
R$ 2,05 0,25 R$ 0,047 | R$ 0,047 | R$ 0,061
R$ 2,15 0,25 R$ 0,010 | R$ 0,010 | R$ 0,168

Fonte: o autor

Com os dados apresentados, € possivel notar que os modelos DMT e CMT séo realmente
eficazes, necessitando apenas comparar seus resultados com precos de mercado, como fizeram Bhat
e Kumar (2012) com OpcGes em ac¢des, e mostraram a superioridade deste modelo frente ao Black-

Scholes.

10. Concluséao

Nos ultimos anos tém se discutido o quanto as premissas do modelo de Black-Scholes estédo
enviesadas. Boa parte dos trabalhos se concentra em modelar a volatilidade de forma estocastica, ou
em buscar alguma relacdo desta com o ativo subjacente, como o CEV (Constant Elasticity of
Variance).

Na primeira parte deste trabalho, foi desenvolvida a formula de Black-scholes de forma néo
convencional, através de mudancas na medida de probabilidade, utilizando a propriedade
martingale. Partiu-se de uma formula que precifica Opc¢des em ac¢bes ndo pagadoras de dividendos,

e chegou-se a um modelo que calcula o preco de OpcGes em moeda estrangeira.
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Apobs isto foram realizados testes com os retornos do objeto em estudo, a taxa de cambio
Real-Dolar. Chegou-se a concluséo que as hipoteses formuladas por Fisher Black e Myron Scholes
n&o modelariam com rigor uma Opg&o que tivesse esse ativo subjacente.

Com o intuito de expandir ainda mais os conhecimentos sobre modelagem de ativos
financeiros, desenvolveu-se um método para precificar Op¢oes partindo de uma arvore de Markov.
Viu-se que este modelo gera uma distribuicdo mista de duas normais e exclui a hipdtese de
independéncia entre os retornos do movimento browniano, sendo adequado & taxa de cambio
analisada.

O modelo desenvolvido por Bhat e Kumar (2012) para precificar Op¢des em acgdes, ganhou
uma pequena modificacdo neste trabalho, de modo que tanto a versdo discreta, quanto a
aproximacdo de sua distribuicdo por funcdo continua pudessem ser usadas para calcular o preco de
Opcdes em cambio.

Foram feitas simulagdes com os trés modelos no final do trabalho, e diferencas significativas
foram encontradas em Opcdes fora-do-dinheiro, o que leva a crer que o efeito smile da volatilidade
pode ser melhor capturado pelos modelos com Arvore de Markov.

Abstract

This work expresses the Black-Scholes formula for Exchange rate Options via the martingale
probability measure. After the study of the BRL/USD returns, we conclude that they are not
independent and identically distributed and that they violate the basic premise of the showed model.
Then it was adapted a discrete computational model developed from a Markov-tree to price this
derivative. Through a continuous model, it was showed that the Markov-tree distribution is
approximated by a normal mixture distribution. Comparing the models, we identify discrepancies in
the prices of non-at-the-money Options. The Exchange rate Options prices obtained via Markov-
tree models outperform the ones from Black-Scholes like model, especially in the extremes of the
smile effect.

Keywords: exchange rate options;financial derivatives; markov-trees.
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