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Resumo

Os modelos de programagado inteira mista de grande porte, devido ao grande numero de varidveis
inteiras, sdo de dificil resolu¢do. Para contornar esta dificuldade, uma alternativa seria a
implementag¢do do método de decomposicdo de Benders. Este trabalho tem como objetivo descrever
o método de decomposicdo de Benders para programagdo mista e suas aplicagoes em Problemas
de Estoque e Roteirizagdo. O algoritmo de Benders decompoe o problema principal em
subproblemas, facilitando a resolugdo do problema.

Palavras-chave: Decomposicdo de Benders, Problema de Estoque e Roteirizagdo, Pesquisa
Operacional

1. Introducao

A medida que o nimero de varidveis inteiras cresce significativamente, os modelos de
programacao inteira mista de grande porte tornam-se de dificil solu¢cdo. Quando o problema ¢ muito
complexo, pode ser interessante subdividi-lo em subproblemas.

Benders (1962) propés um método de decomposi¢do para resolver problemas de

programacao mista. Esta técnica decompde o problema principal em subproblemas.
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No caso de problemas de estoque e roteirizagdo, o problema principal ¢ decomposto em
um subproblema de alocagdo de estoques e um subproblema de roteirizacdo de veiculos.

A apresentacdo do trabalho sera detalhada a seguir. No item 2 sera descrito o método de
decomposicao de Benders para programagao mista. Ja o item 3 apresenta o problema de estoques e
roteirizagcdo (inventory routing problem — IRP) e o item 4 as aplicagdes de decomposi¢dao de
Benders ao IRP. O item 5 mostra um exemplo do método de decomposicdo de Benders e o item 6 o
algoritmo de decomposicdo de Benders. Finalmente no item 7 encontram-se as conclusdes e futuras

pesquisas.
2. Decomposicdo de Benders para programacio mista

Um dos principais conceitos utilizados na resolugdo do algoritmo de decomposi¢ao ¢ o da

Projecdo. O problema pode ser descrito como em Geoftrin (1970):

max f(x,y)
(2 1) xeX;yeY

s.a. g(x,y)<0

que envolve a otimizagdo sobre o espago conjunto das varidveis xe y. Define-se sua

projecao sobre o espago apenas da variavel x como:

max Max f(x,y)
(22) xeX  yeY

s.a. g(x,y)<0
que pode ser escrito como:

(2.3) max v(x)
xeX

onde:

v(x) = max f(x,y)
(2.4) ye¥

s.a. g(x,y)<0
O Problema de duas varidveis pode ser resolvido em dois estagios.

Considere agora o seguinte problema de programagao mista:

minc'x+d'y
X,y
Ax+By=b

xel
y=0

(2.5)
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onde / pode ser, por exemplo, um conjunto de nimeros inteiros, ou um outro conjunto de
restrigoes lineares.
Utilizando o conceito de proje¢ao sobre o problema (2.5), pode-se reescrevé-lo como:
minc'x + Q(x)

(2.6) el

Fixando valores de x sobre o problema (2.5), o restante do modelo a ser resolvido é:
O(x) =mind'y
y
(2.7) By >b— Ax

y=>0
O problema completo de minimizacao pode ser escrito da seguinte forma:

(2.8) miln[c'x+min{d' y|By=b—Ax,y> o}}
Xe y

Cabe aqui relembrar o Teorema da Dualidade em programacao linear.

Define-se dualidade através do par de problemas de PL abaixo:

Primal:

Dual:
maxu'b

u'd<c

u=0

Tem-se o seguinte teorema (Winston, 1995):

Teorema da Dualidade: Se um dos problemas (primal ou dual) tem uma solugdo 6tima
finita entdo o outro também tem uma solug¢do finita e os valores correspondentes das fungdes
objetivos sdo iguais. Se um problema ¢ ilimitado o outro ndo tem solucdo factivel.

Pelo Teorema da Dualidade tem-se que:
O(x) =mind'y
y
2.7) s.a. By>b- Ax

y=0
¢ semelhante a:

Revista Gestao Industrial



Belfiore, P. P., et al 117

O(x) = maxu'(b— A;)
(2.9) s.a. u'B<d
u=0

Cabe agora relembrar alguns fatos basicos em programacao linear.
Seja {uy,...,u; }o conjunto de pontos extremos e {d,,...d;} o conjunto de dire¢des

extremas da regido de viabilidade K de (2.9), definida como segue:
K= {u eR";u'B<d',u> O}

Se (b—Ax)'d ;> 0 paraalgum j=1,...,i entdo a solu¢do do problema ¢ ilimitada (-0). Se

(b—Ax)d ; <0 para todo j=1,..,i entdo u'(b— Ax) atinge seu minimo sobre K em um ponto
extremo de K .

Portanto, pelo Teorema da Dualidade, o problema (2.7) somente ¢ viavel se o problema

(2.9) tem uma solucdo 6tima finita, ou seja, se existe x que satisfaca a condicao:

(2.10) d;)(b-A4x)<0, j=1..,1
Dessa forma podemos reescrever o problema (2.6) como:

min'x + max (u,) (b Ax)|
(2.11) xel
s.a. (dj)'(b -Ax)<0, j=1,..,/
Dessa forma, adicionando e definindo a variavel 4 como a maior cota inferior de Q(x),

reescreve-se (2.11) como:

minc'x+ A
(2.12) X2
xel,AeR
S.a.
(2.13) (d;)(b-A4x)<0, j=1,...1,
(2.14) A2 ;) (b-Ax), j=1,..k,
xel

O método de decomposicao de Benders baseia-se na aplicagdo dos conceitos de Dualidade,

Projecao e do relaxamento das restricdes (2.13) e (2.14) para a resolu¢do do problema (2.5). Com
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base nestes conceitos o problema (2.5) ¢ reescrito na forma do problema (2.12) com as restrigdes
(2.13) e (2.14).
Passo 1: Resolve-se o problema (2.12) sem as restricoes (2.13) e (2.14), caso estas

restricdes ainda ndo tenham sido acrescentadas pelo passo 2, encontrando uma solucao Otima

VANEIVAN
(x> A) - Caso a solucdo ndo seja encontrada, o problema (2.5) ndo tem solucao.

VANVAN
Passo 2: Para testar a viabilidade da solucdo (y, A1), resolve-se o problema linear (2.9).
Se u tende a infinito em (2.9), adiciona-se a restri¢ao Zui <M ao problema (2.9), onde

M ¢ uma constante positiva de larga escala.

N VASEVAN
Se o valor de Q(x)¢ menor ou igual a j , entdo a solugdo (y, ) encontrada ¢ 6tima para
A N
(2.12) a (2.14) e y ¢ obtido por By =b— Ax, terminando a otimizag¢do. Caso o valor Q(x) for
AN
maior que 4, adiciona-se uma restricdo do tipo (2.14) ao problema (2.12) com os valores de u'

AN
encontrados em (2.9). Se o problema (2.9), com y, ndo possuir solugao 6tima finita, o que significa
que (d;)'(b—Ax)=0, entdo com os valores encontrados em (2.9) adiciona-se uma restri¢do do

tipo (2.13) ao problema (2.12) e retorna-se ao passo 1.
Teorema: O algoritmo de Benders converge para a solucao 6tima do problema (2.5) em um

numero finito de itera¢des (Geoffrion, 1972).

3. Problema de estoque e roteirizacao

Iniciativas importantes visando elevar os ganhos totais da cadeia tém surgido nas
industrias, com o amparo do Movimento ECR — Efficient Consumer Response, ou Resposta
Eficiente ao Consumidor. Uma das técnicas propostas pelo ECR ¢ o VMI — Vendor Managed
Inventory — Estoque Gerenciado pelo Fornecedor — que tem sido muito disseminada na industria
mundial. O VMI tem como objetivo a reducdo de custos através da integragdo dos componentes da
cadeia de abastecimento. O processo de reposi¢ao através do VMI pode ocorrer em qualquer elo da
cadeia de abastecimento.

O VMI ¢ uma técnica no qual o fornecedor controla os niveis de estoque de seus clientes, e
decide quando e quanto entregar de mercadoria para cada cliente. Sendo assim, os calculos sdo
realizados por um algoritmo cadastrado no fornecedor, formado por parametros pré-estabelecidos
pelo vendedor e comprador e baseado nas informagdes obtidas do cliente. Nesse modelo o cliente ¢
apenas informado da quantidade que sera enviada. Desta maneira, ele faz um acompanhamento,

monitora, mas ndo controla o processo (Klingenberg e Antunes, 2002).
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Em muitas aplicagdes, o vendedor, além de controlar os estoques dos clientes, também
administra uma frota de veiculos para transportar os produtos aos clientes. Neste caso, o objetivo do
vendedor ¢ ndo s6 administrar o reabastecimento 6timo dos estoques como também a distribui¢ao
dos produtos. Este problema ¢ chamado Problema de Estoque e Roteirizacdo (IRP — Inventory
Routing Problem). O IRP tem como caracteristica a politica VMI e desenvolve metodologias para

solugdo deste problema (Campbell et al.,1998).

3.1 Definicao do problema

O Problema de Estoque e Roteirizagdo (IRP) trata da distribuicdo de um tnico produto, a
partir de um unico centro de distribuicdo, que atende N clientes dentro de um horizonte de

planejamento 7', possivelmente infinito. O cliente i consome o produto a uma taxa u, € tem uma

capacidade de armazenagem C,. O nivel de estoque do cliente i no instante ¢ é I} . A distribuigdo

dos produtos ¢ feita através de M veiculos homogéneos e cada veiculo t€ém uma capacidade C,. A

quantidade entregue ao cliente i pela rota » no instante ¢ ¢ Q;r . O nlimero total de rotas de entrega

¢ R. Define-se ¢, o custo de executar arota r =L...,R e ¢,y ; 0 custo de armazenagem do cliente
i.

O objetivo ¢ minimizar o custo médio didrio de distribuicdo durante o horizonte de
planejamento de modo que ndo haja falta de estoques para os clientes. Podem-se adicionar ao
modelo custos de estoque e custos de falta de produtos. A cada instante ¢, sao tomadas decisdes de
roteamento de veiculos e reabastecimento de estoque dos clientes.

O Problema engloba trés fases:

1. Selegao das rotas
2. Determinar a cada dia quais rotas irdo ocorrer e quanto entregar para cada cliente da rota
durante cada visita

3. Roteirizagdo de veiculos: qual o melhor roteiro

3.2 Modelagem

Definiremos a seguir um modelo de programagao inteira mista multi-periodo baseado nas
idéias de Campbell et al.(1999).
Neste modelo, as decisdes sobre quais rotas irdo ocorrer, quanto entregar para cada cliente

da rota e qual o melhor roteiro sao tomadas diariamente.
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Parametros:

R — total de rotas de entrega
¢, = custodeexecutararotar, r=1,...,R
C.q; —> custo de armazenagem do cliente i (R$/item dia)

N — numero de clientes
M — numero de veiculos disponiveis

T — horizonte de planejamento

u; — taxa de consumo do cliente i, i =1,..., N

C, — capacidade de armazenagem do clientei, i = 1,..., N
C, — capacidade do veiculo

I — estoque inicial do clientei, i = 1,...., N

I,-t — nivel de estoque do clientei no instante ¢z, i =1,...., N, t =1,....,T
T, = duragdo da rota r (fragdo do dia)

T, = tempo total disponivel por dia

Variaveis de decisdo:

O, = volume total entregue ao cliente i da rota » no dia ¢

x!. = varidvel binéria, indica se a rota r é executada no dia ¢ (xrt =1)ounao (x; =0)

O nivel de estoque do cliente i no instante ¢ pode ser definido como:

R
3.1) =17 +30h -y
r=1

A quantidade minima a ser entregue ao cliente  no final do dia ? é:
(3.2) d! = max(0,nu; — 1)

A quantidade maxima a ser entregue ao cliente i no final do dia ¢ ¢é:
(3.3) Dl =tu; +C; - I}

O Problema pode ser formulado da seguinte maneira:

minzzcrx,{ + zzce‘vt,illt
t r o
!
d” SZZQ; Sl)it I

(34) s=1 reR,
>0, <C,x, r=1,.,Rit=1..T (2)

iel,

x'binary,0< Q" <min(C,,C,).

LowN,t=1,...T (1)
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O objetivo do modelo ¢ minimizar os custos de transporte e estoque de modo que a
demanda de todos os clientes sejam atendidas. O modelo pode minimizar apenas os custos de
distribuicao, desconsiderando os custos de estoque, sujeito as mesmas restrigoes.

A restricdo (1) garante que ndo havera falta de estoque para o cliente i e que a capacidade

de armazenagem do cliente i ndo sera excedida.

A restri¢ao (2) garante que o volume total entregue aos clientes i da rota » nado excedera a

capacidade do veiculo.
Caso o numero de veiculos (M) em cada periodo seja limitado, adiciona-se a seguinte

restrigao:

R
dYxi<M o t=1L..T (3
r=I1

4. Aplicacoes de decomposicio de Benders ao problema de estoque e roteirizagao

O objetivo do modelo de programagdo inteira em tempo discreto que nao considera os

custos de estoque ¢:

RT O
min Y Y ¢’ x
r=li=l 7T
Podemos definir as matrizes 4 e B e um vetor b de forma que:

Ax+ By =>b

represente o seguinte conjunto de restrigdes:

@SizgégtiﬂwWJﬂwT
s=1

reR;

0, <Cx. r=1,.,Rt=1,...T

iel,
R
Z)c; <M t=1,...,T
r=I1

x'binary,0< Q" <min(C,,C)).

Logo o problema de programacgao mista a ser resolvido ¢é:
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minc'x+0'y
Ax+By=>b

x binario
que pode ser resolvido aplicando a decomposi¢ao de Benders. O vetor x representa as

rotas e o vetor y as quantidades entregues.

No caso do modelo que considera os custos de estoque o objetivo é:

R T N T
: t t t
min3 S el +3 e

r=l t=1 =1l =1
t t—1 R t
r=1

Definem-se as matrizes 4e B e um vetor b de forma que:
Ax+ By =>b

represente o mesmo conjunto de restricoes do modelo anterior.
O problema de programacgao mista é:
minc'x+d'y
Ax+By=>b

x binario

5. Exemplo utilizando algoritmo de decomposicio de Benders

Consideremos o seguinte problema:

min 2x, +2x, +5y
Xy

s.a. 3x, +2x,+y =5

(5.1) —-x,+x,+4y =7
X, —x,+2y=4

x,x, el

y=>0

Reescrevendo o problema (5.1) de acordo com a equacao (2.7) temos que Q(x)é:
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min Sy

y

S.a.
1 5—3x1 —2x>

(5.2) [4ly=]7+ x— x2
2 4—;1 +;2
;1,;2 el
=0

O dual de (5.2) é:
5-3x1-2x2
max (u,,u,,u;)| 7+ X1 — X2
(5.3) 4— xi1+ x2
s.a.

u, +4u, +2u, <5

U, uy,u; 20

Abaixo serd especificada cada passagem utilizando o algoritmo de decomposi¢cdo de

Benders.

Passo 1a) Problema principal: O primeiro passo ¢ resolver o problema (5.1) sem as

restri¢des utilizando o conceito de projegao:

min 2x, +2x, + A4
x,A

(5.4) s.a. x,x, €l
A20

A solugdo é: x, =0,x, =0,4=0.
Passo 2a) Subproblema: Verificar se a solugdo x, =0,x, =0,4 =0 ¢é 6tima. Substituindo

os valores x;, =0, x, =0 na equagdo (5.3) temos:

O(x) = max Su, + Tu, +4u,

(5.5) s.a. u, +4u, +2u; <5

Uy, uy,uy 20

A solugdo é: u, =5,u, =0,u; =0e Q(x) =25.
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O valor A =0 ¢ menor que Q(x)=25, portanto a solugdo x, =0,x, =0,4=0 ndo ¢

6tima. Com os valores u, =5,u, =0,u, =0 , adiciona-se uma restri¢do do tipo A 2 (;)'(b — Ax),
ou seja, A >5(5-3x, —2x,), ao problema principal (5.4).

Passo 1b) O problema principal sera:

miﬁn 2x,+2x, + A
X,

(56) sa. 4 >25 —15x1 —10x2
x,x, el
A20

Asolugaoé x, =1,x, =LA =0.

Passo 2b) Verificar se a solugdo x, =1,x, =1,A=0 ¢ Otima. Para isso resolve-se o

subproblema (5.3) substituindo os valores de x, e x, encontrados em (5.6):

O(x) =max 7u, +4u,
(5.7) s.a. u, +u, +uy; <5
U, u,,uy =0
A solugdo otima ¢ u, =0,u, =0,u; =2,5 ¢ O(x) =10. A solucdo encontrada no problema
(5.6) ndo ¢ oOtima, pois A =0<Q(x)=10. Substituindo os valores u, =0,u, =0,u, =2,5 em

A> ;'(b — Ax), adiciona-se a restri¢do A > 2,5(4 —x, +x,) ao problema principal (5.6).

Passo 1c) O problema principal sera:

min 2x, +2x, + A4
x,A

s.a. 4 >225-15x, —10x,
(5.8) A210-2,5x, +2,5x,
X, x, €l
A20

A solugdo é: x, =1, x, =0,4 =10.

Passo 2c) Testar a solugdo x, =1,x, =0,4=10. Substituindo estes valores no

subproblema (5.3) temos:
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Q(x) = max 2u, +8u, + 3u,
(5.9) s.a. u, +u, +u, <5

Uy, uy,uy =20

A solugao é: u, =0,u, =1.25,u, =0e Q(x) =10.

O valor 4 =10 ¢ igual a Q(x). Portanto, x, =lex, =0 ¢ a solugdo 6tima. Substituindo

x, =lex, =0 em (5.2) temos:

(5.10)

A solugdo ¢ y=2 com S5y=5x2=10. A solugdo oOtima de (5.1) ¢

y=2,x,=1x,=0¢eF,, =12.

6. Algoritmo de decomposicao de Benders

O algoritmo de decomposi¢ao de Benders estd descrito abaixo:

x := variavel inteira
y :=real positiva
Ai=—-0
O(x) =
enquanto QO(x)— A > ¢ fazer
{resolver o problema principal}
min_, {¢'x+ | cortes,x € I}
A=A
{resolver subproblema |
max {u'(b — A;) |u'B<d' \u> 0}
se solugdo infactivel entao
fixar solucdo infactivel d

e adicionar restri¢ao 3‘(!) — Ax) £ 0 ao problema principal
seniao

fixar ponto extremo u

e adicionar restricdo A > u' (b — Ax) ao problema principal
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O(x):=u"(b— Ax)
fim se
fim enquanto
fim

7. Conclusoes e futuras pesquisas

Este trabalho teve como objetivo apresentar o algoritmo de decomposicao de Benders e
suas aplicagdes ao problema de estoque e roteirizagdo. Como os problemas de programagao mista
sdo de dificil solug@o, uma alternativa é decompor o problema principal em subproblemas, como
ocorre no método de Benders.

Como futuras pesquisas, este método pode ser aplicado em outros tipos de problemas de

programacao mista € pode também, ser utilizado simultaneamente com outros algoritmos.

Abstract

The models of great integer mixed programming, due the great number of integer variables are of
difficult resolution. In order to transpose this difficulty an alternative would be to implement the
method of benders decomposition. The aim of this work is to describe this method for mixed
programming and how it can be applied in Inventory Routing Problems. The benders algorithm
decomposes the main problem into sub problems, making them easier to be solved.

Key words: Benders Decomposition, Inventory Routing Problem, Operational Research
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Resumo

Os modelos de programação inteira mista de grande porte, devido ao grande número de variáveis inteiras, são de difícil resolução. Para contornar esta dificuldade, uma alternativa seria a implementação do método de decomposição de Benders. Este trabalho tem como objetivo descrever o método de decomposição de Benders para programação mista e suas aplicações em Problemas de Estoque e Roteirização. O algoritmo de Benders decompõe o problema principal em subproblemas, facilitando a resolução do problema.


Palavras-chave: Decomposição de Benders, Problema de Estoque e Roteirização, Pesquisa Operacional


1. Introdução


À medida que o número de variáveis inteiras cresce significativamente, os modelos de programação inteira mista de grande porte tornam-se de difícil solução. Quando o problema é muito complexo, pode ser interessante subdividí-lo em subproblemas. 


Benders (1962) propôs um método de decomposição para resolver problemas de programação mista. Esta técnica decompõe o problema principal em subproblemas. 


No caso de problemas de estoque e roteirização, o problema principal é decomposto em um subproblema de alocação de estoques e um subproblema de roteirização de veículos.


A apresentação do trabalho será detalhada a seguir. No item 2 será descrito o método de decomposição de Benders para programação mista. Já o item 3 apresenta o problema de estoques e roteirização (inventory routing problem – IRP) e o item 4 as aplicações de decomposição de Benders ao IRP. O item 5 mostra um exemplo do método de decomposição de Benders e o item 6 o algoritmo de decomposição de Benders. Finalmente no item 7 encontram-se as conclusões e futuras pesquisas. 


2. Decomposição de Benders para programação mista


Um dos principais conceitos utilizados na resolução do algoritmo de decomposição é o da Projeção. O problema pode ser descrito como em Geoffrin (1970):


(2.1)                                                   
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que envolve a otimização sobre o espaço conjunto das variáveis 

[image: image2.wmf]y


x


 


e


 


. Define-se sua projeção sobre o espaço apenas da variável 
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 como:


(2.2)                                                 
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que pode ser escrito como:


(2.3)                                                      
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onde:


(2.4)                                           
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O Problema de duas variáveis pode ser resolvido em dois estágios.


Considere agora o seguinte problema de programação mista:


(2.5)                                                   
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onde 
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 pode ser, por exemplo, um conjunto de números inteiros, ou um outro conjunto de restrições lineares. 


Utilizando o conceito de projeção sobre o problema (2.5), pode-se reescrevê-lo como:


(2.6)                                                   
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Fixando valores de 
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 sobre o problema (2.5), o restante do modelo a ser resolvido é:


(2.7)                                            
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O problema completo de minimização pode ser escrito da seguinte forma:


(2.8)                              
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Cabe aqui relembrar o Teorema da Dualidade em programação linear.


Define-se dualidade através do par de problemas de PL abaixo:


Primal:
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Dual:
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Tem-se o seguinte teorema (Winston, 1995):


Teorema da Dualidade: Se um dos problemas (primal ou dual) tem uma solução ótima finita então o outro também tem uma solução finita e os valores correspondentes das funções objetivos são iguais. Se um problema é ilimitado o outro não tem solução factível.


Pelo Teorema da Dualidade tem-se que:


(2.7)                                            

[image: image15.wmf]0


        


          


          


.


.


  


'


min


)


(


_


³


-


³


=


y


x


A


b


By


a


s


y


d


x


Q


y




é semelhante a:


(2.9)                                            
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Cabe agora relembrar alguns fatos básicos em programação linear.


Seja 
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 de (2.9), definida como segue:
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Se 
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Portanto, pelo Teorema da Dualidade, o problema (2.7) somente é viável se o problema (2.9) tem uma solução ótima finita, ou seja, se existe 
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 que satisfaça a condição:


(2.10)                                     
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Dessa forma podemos reescrever o problema (2.6) como:


(2.11)                                   
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Dessa forma, adicionando e definindo a variável 
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 como a maior cota inferior de 
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 reescreve-se (2.11) como:


(2.12)                                            
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(2.13)                                           
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(2.14)                                           
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O método de decomposição de Benders baseia-se na aplicação dos conceitos de Dualidade, Projeção e do relaxamento das restrições (2.13) e (2.14) para a resolução do problema (2.5). Com base nestes conceitos o problema (2.5) é reescrito na forma do problema (2.12) com as restrições (2.13) e (2.14).


Passo 1: Resolve-se o problema (2.12) sem as restrições (2.13) e (2.14), caso estas restrições ainda não tenham sido acrescentadas pelo passo 2, encontrando uma solução ótima 
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. Caso a solução não seja encontrada, o problema (2.5) não tem solução.


Passo 2: Para testar a viabilidade da solução 
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Se 
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 tende a infinito em (2.9), adiciona-se a restrição 

[image: image40.wmf]M


u


i


£


å


 ao problema (2.9), onde 

[image: image41.wmf]M


 é uma constante positiva de larga escala. 


Se o valor de 
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então com os valores encontrados em (2.9) adiciona-se uma restrição do tipo (2.13) ao problema (2.12) e retorna-se ao passo 1.


Teorema: O algoritmo de Benders converge para a solução ótima do problema (2.5) em um número finito de iterações (Geoffrion, 1972). 


3. Problema de estoque e roteirização


Iniciativas importantes visando elevar os ganhos totais da cadeia têm surgido nas indústrias, com o amparo do Movimento ECR – Efficient Consumer Response, ou Resposta Eficiente ao Consumidor. Uma das técnicas propostas pelo ECR é o VMI – Vendor Managed Inventory – Estoque Gerenciado pelo Fornecedor – que tem sido muito disseminada na indústria mundial. O VMI tem como objetivo a redução de custos através da integração dos componentes da cadeia de abastecimento. O processo de reposição através do VMI pode ocorrer em qualquer elo da cadeia de abastecimento. 


O VMI é uma técnica no qual o fornecedor controla os níveis de estoque de seus clientes, e decide quando e quanto entregar de mercadoria para cada cliente. Sendo assim, os cálculos são realizados por um algoritmo cadastrado no fornecedor, formado por parâmetros pré-estabelecidos pelo vendedor e comprador e baseado nas informações obtidas do cliente. Nesse modelo o cliente é apenas informado da quantidade que será enviada. Desta maneira, ele faz um acompanhamento, monitora, mas não controla o processo (Klingenberg e Antunes, 2002).


Em muitas aplicações, o vendedor, além de controlar os estoques dos clientes, também administra uma frota de veículos para transportar os produtos aos clientes. Neste caso, o objetivo do vendedor é não só administrar o reabastecimento ótimo dos estoques como também a distribuição dos produtos. Este problema é chamado Problema de Estoque e Roteirização (IRP – Inventory Routing Problem). O IRP tem como característica a política VMI e desenvolve metodologias para solução deste problema (Campbell et al.,1998).


3.1 Definição do problema


O Problema de Estoque e Roteirização (IRP) trata da distribuição de um único produto, a partir de um único centro de distribuição, que atende 
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 clientes dentro de um horizonte de planejamento 
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, possivelmente infinito. O cliente 
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 consome o produto a uma taxa 
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 veículos homogêneos e cada veículo têm uma capacidade 
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 pela rota 
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 o custo de armazenagem do cliente 
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O objetivo é minimizar o custo médio diário de distribuição durante o horizonte de planejamento de modo que não haja falta de estoques para os clientes. Podem-se adicionar ao modelo custos de estoque e custos de falta de produtos. A cada instante 
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, são tomadas decisões de roteamento de veículos e reabastecimento de estoque dos clientes. 


O Problema engloba três fases:


1. Seleção das rotas


2. Determinar a cada dia quais rotas irão ocorrer e quanto entregar para cada cliente da rota durante cada visita


3. Roteirização de veículos: qual o melhor roteiro


3.2 Modelagem


Definiremos a seguir um modelo de programação inteira mista multi-período baseado nas idéias de Campbell et al.(1999).


Neste modelo, as decisões sobre quais rotas irão ocorrer, quanto entregar para cada cliente da rota e qual o melhor roteiro são tomadas diariamente.


Parâmetros:
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Variáveis de decisão:
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O nível de estoque do cliente 
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 no instante 
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 pode ser definido como:


(3.1)                                              
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A quantidade mínima a ser entregue ao cliente 
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(3.2)                                              

[image: image92.wmf])


 


,


0


max(


0


i


i


t


i


I


tu


d


-


=




A quantidade máxima a ser entregue ao cliente 
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[image: image94.wmf]t


 é: 


(3.3)                                                
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O Problema pode ser formulado da seguinte maneira:


(3.4)                    
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O objetivo do modelo é minimizar os custos de transporte e estoque de modo que a demanda de todos os clientes sejam atendidas. O modelo pode minimizar apenas os custos de distribuição, desconsiderando os custos de estoque, sujeito às mesmas restrições.


A restrição (1) garante que não haverá falta de estoque para o cliente 
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 e que a capacidade de armazenagem do cliente 
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 não será excedida.


A restrição (2) garante que o volume total entregue aos clientes 
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 da rota 

[image: image100.wmf]r


 não excederá a capacidade do veículo.


Caso o número de veículos 
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 em cada período seja limitado, adiciona-se a seguinte restrição:
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4. Aplicações de decomposição de Benders ao problema de estoque e roteirização


O objetivo do modelo de programação inteira em tempo discreto que não considera os custos de estoque é: 
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Podemos definir as matrizes 
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represente o seguinte conjunto de restrições:
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Logo o problema de programação mista a ser resolvido é:
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que pode ser resolvido aplicando a decomposição de Benders. O vetor 
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 representa as rotas e o vetor 
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 as quantidades entregues.


No caso do modelo que considera os custos de estoque o objetivo é:
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onde:                                         
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Definem-se as matrizes 
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represente o mesmo conjunto de restrições do modelo anterior.


O problema de programação mista é:
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5. Exemplo utilizando algoritmo de decomposição de Benders


Consideremos o seguinte problema:


(5.1)                                           
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Reescrevendo o problema (5.1) de acordo com a equação (2.7) temos que 
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O dual de (5.2) é:


(5.3)                                    
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Abaixo será especificada cada passagem utilizando o algoritmo de decomposição de Benders.


Passo 1a) Problema principal: O primeiro passo é resolver o problema (5.1) sem as restrições utilizando o conceito de projeção:


(5.4)                                               
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A solução é: 
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Passo 2a) Subproblema: Verificar se a solução 
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A solução é: 
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Passo 1b) O problema principal será:


(5.6)                                         
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A solução é 
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Passo 2b) Verificar se a solução 
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A solução ótima é 
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Passo 1c) O problema principal será:


(5.8)                                          
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A solução é: 
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Passo 2c) Testar a solução 
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A solução é: 
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A solução é 
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6. Algoritmo de decomposição de Benders


O algoritmo de decomposição de Benders está descrito abaixo:
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                   fixar solução infactível 
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7. Conclusões e futuras pesquisas


Este trabalho teve como objetivo apresentar o algoritmo de decomposição de Benders e suas aplicações ao problema de estoque e roteirização. Como os problemas de programação mista são de difícil solução, uma alternativa é decompor o problema principal em subproblemas, como ocorre no método de Benders.


Como futuras pesquisas, este método pode ser aplicado em outros tipos de problemas de programação mista e pode também, ser utilizado simultaneamente com outros algoritmos.


Abstract


The models of great integer mixed programming, due the great number of integer variables are of difficult resolution. In order to transpose this difficulty an alternative would be to implement the method of benders decomposition. The aim of this work is to describe this method for mixed programming and how it can be applied in Inventory Routing Problems. The benders algorithm decomposes the main problem into sub problems, making them easier to be solved. 


Key words: Benders Decomposition, Inventory Routing Problem, Operational Research
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