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Deducao via geometria analitica das
equacoes da lei dos cossenos da
trigonometria esférica

RESUMO

A Trigonometria Esférica é uma importante disciplina para a Geomatica: dela advém
diversos conceitos para a resolu¢do dos problemas direto e indireto da Geodésia; é
imprescindivel para a resolucdo do Triangulo de Posicdo, da Astronomia e; é utilizada para
a dedugdo da lei de formagdo de diversas ProjegBes Cartograficas, notadamente da
Projecao Equidistante Azimutal, sendo a superficie de referéncia uma esfera. As equagdes
fundamentais para a resolugdo de Triangulos Esféricos sdo aquelas que compdem a
chamada Lei dos Cossenos. Deste modo, o presente trabalho pretende apresentar a
dedugdo da Lei dos Cossenos, utilizando para isso da Geometria Analitica, tendo por
pressuposto ser uma solucdo geral. Como objetivo secundario, apresenta conceitos da
Geometria Analitica, pois essa area da Matemadtica é também muito importante para a
Geomatica.

PALAVRAS-CHAVE: Trigonometria Esférica. Geometria Analitica. Geometria da Esfera.
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INTRODUCAO

A Trigonometria Esférica € uma importante disciplina para a Geomatica, pois
dela advém diversos conceitos para a resolucdo dos problemas direto e
indireto da Geodésia (COUTINHO, 2015, p.8); é imprescindivel para a
resolucdo do Triangulo de Posicdo da Astronomia (COUTINHO, 2015, p.8) e; é
utilizada para a deducdo da lei da formacdao de diversas Projecdes
Cartograficas, por exemplo, da Projecdo Equidistante Azimutal quando a
superficie de referéncia é uma esfera (BAKKER, 1962, p.30).

Trigonometria é o estudo do Tridngulo, este é o sujeito, em sentido légico,
daquela.

Este estudo propde a seguinte definicdo ldégica de Tridngulo: figura
geométrica fechada delimitada por trés segmentos de geodésicas. Por
exemplo, o triangulo esférico é formado por trés segmentos de circulos
maximos, que sdo geodésicas da esfera.

Estabelecendo como critério a superficie na qual o tridngulo subjaz, pode-se
dividir, em termos logicos (JOSEPH, 2008, p.113), o género Trigonometria em
diversas espécies, entretanto as mais usuais sdo (Figura 1):

Figura 1 — Género: Trigonometria. Espécies: Plana, Esférica e Outras

l Tn'gonometn'a \
l Plana \l Estérica \l Outras \

Fonte: Autoria Prépria (2017).

Ha diversas superficies em que triangulos podem estar e cada uma destas
superficies ird dar origem a uma espécie de Trigonometria. Para o presente
estudo, interessa a Trigonometria Esférica, ou seja, aquela que tem por sujeito
os triangulos jacentes em uma superficie esférica.

A revisdo conceitual apresentada neste trabalho se propde a mostrar a
deducdo da Lei dos Cossenos da Trigonometria Esférica via Geometria
Analitica. Para isso, ha duas atividades: elencar os conceitos necessarios para
entender a demonstracdo; demonstrar a referida lei. A primeira esta dividida
em duas partes: exposicdo de alguns conceitos da Geometria Sélida;
explicacdo do que é e de quais sdos os elementos de um Triangulo Esférico. A
segunda atividade também estd dividida em duas partes: primeira,
demonstracdo da lei via Geometria Classica; segunda, demonstracdo via
Geometria Analitica, sendo apresentadas algumas nocbes basicas da
Geometria Analitica necessarias a deducdo.

E importante mostrar a deducdo da Lei dos Cossenos da Trigonometria
Esférica via Geometria Analitica, pois com isso alguns conceitos aprendidos
anteriormente sdo recordados, além de se ensinar a pensar metodicamente
na solu¢do de um problema especifico.
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GEOMETRIA SOLIDA

Para ser empreendida a dedugdo proposta é importante lembrar ou
conhecer alguns conceitos de Geometria Sélida.

NOCOES BASICAS

As retas AB e CD, da Figura 2, ndo paralelas, interceptam-se, determinando
quatro angulos planos.

Se for estabelecido um plano 7’ perpendicular a 7, contendo a reta AB e se
tracar um plano " perpendicular a 7, contendo a reta CD, tais planos nao
serdo paralelos e se interceptardo em uma reta, a reta EF, conforme a Figura
3; tal linha é denominada de aresta. Os dois planos determinam quatro
angulos diedros.

Figura 2 — Angulos entre duas retas Figura 3 — Angulo diedro () entre os
planos r’ e T’
A C
1T il
E v
(84
D B
F
Fonte: Autoria Prépria (2017). Fonte: Autoria Prépria (2017).

Por seu turno, angulos diedros, por exemplo, o angulo a da Figura 3, sao
angulos entre dois planos. Os angulos diedros sdo medidos pelos seus
respectivos angulos planos. Os planos 1T’ e ” sdo as faces do diedro.

Quando trés ou mais planos se encontram em um ponto comum, eles
formam um angulo sélido naquele ponto. O ponto no qual os planos se
interceptam é o vértice do angulo sélido, as linhas em que os planos dois a
dois se interceptam sdo chamadas arestas, as por¢des dos planos entre as
arestas sdo chamadas faces. Na Figura 4, um angulo sélido é formado no
vértice O; OA, OB, OC e OD sdo as arestas; os planos AOB, BOC, DOC etc. sdo
as faces; BOC (a), AOB (B) sdao exemplos de angulos da face.

Um angulo sélido com trés faces é denominado angulo triedro. O angulo
solido formado no vértice O da Figura 5 é um angulo triedro. O angulo triedro
é de particular importancia para a Trigonometria Esférica, pois se relaciona
diretamente com o Triangulo Esférico.
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Figura 4 — Angulo sélido Figura 5 — Angulo Triedro
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C
Fonte: Autoria Propria (2017). Fonte: Autoria Prépria (2017).

ANGULO ESFERICO

O angulo entre duas curvas que se encontram em um ponto é o angulo
formado pelas duas tangentes as curvas naquele ponto. Deste modo, na
Figura 6, o angulo entre as curvas C; e C; no ponto P é o angulo T,PT; entre as
tangentes em C; e C,. (MURRAY, 1908, p.8).

O angulo formado pela intersecdo de dois arcos de circulos mdaximos é
chamado angulo esférico. Assim, o angulo formado pelos arcos CA e CB
(Figura 7) é um angulo esférico. Contudo, este angulo é o angulo ECD entre as
tangentes CE e CD, mas ECD é o angulo plano do angulo diedro entre os
planos COA e COB os quais sdo os planos que contém os arcos CA e CB,
respectivamente. Pode-se afirmar, portanto, que o angulo esférico é medido
pelo dngulo diedro entre os planos formadores do angulo plano e, portanto,
os angulos esféricos sdao medidos pelo respectivo angulo plano.

Figura 6 — Angulo entre duas curvas Figura 7 — Angulo Esférico

Fonte: Murray (1908, p. 8).

LADO ESFERICO

Os arcos de circulo maximos que formam o angulo esférico sdo chamados
lados esféricos e seu ponto de interse¢do é o vértice do angulo esférico.
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Na Figura 8, é formado um angulo triedro no centro O da Esfera. O angulo
esférico de vértice em A tem por lados os arcos AC (lado b) e AB (lado c) e
assim sucessivamente para os vértices B e C.

O lado a é medido angularmente pelo angulo entre as arestas OB e OC; o
lado b, pelo angulo entre as arestas OA e OC e; o lado ¢, pelo angulo entre as
arestas OA e OB. Os angulos a, b e ¢ sdo angulos de face do triedro. Tais
conceitos serdo utilizados quando da deducgao proposta.

Figura 8 — Lados Esféricos

Fonte: Autoria Prépria (2017).

TRIANGULOS ESFERICOS

Triangulo Esférico é a porcdo de uma esfera, limitada por trés arcos de
circulos maximos, que se interceptam dois a dois. Por convencao, os lados e
os angulos de um Triangulo Esférico sdo menores que 180° sendo, entdo,
denominados Tridngulos Esféricos Eulerianos (COUTINHO, 2015, p.45). Na
Figura 8, tem-se o Triangulo Esférico ABC.

Os lados do Triangulo Esférico sdo os trés arcos de circulos maximos que
unem os trés pontos determinados da esfera, pelas interse¢des dos circulos
maximos, dois a dois. Na Figura 8, os lados sdo AC (b), BC (a) e AB ().

Os angulos do Triangulo Esférico sdo os angulos esféricos formados nos
vértices, A, B e C, do Triangulo. Os angulos sdo chamados por vezes pelo
correspondente vértice, por exemplo, A, B e C.

Os Triangulos Esféricos possuem 6 (seis) elementos, a saber, trés angulos
internos (A, B e C) e trés lados (a, b e c), ver Figura 8.

Resolver um Triangulo Esférico significa determinar trés de seus elementos,
sendo conhecidos os outros trés.

O conjunto de Equagbes fundamental para a resolu¢gdo de um Triangulo
Esférico é o que se denomina Lei dos Cossenos da Trigonometria Esférica.
(MURRAY, 1908, p. 46), cuja deducdo via Geometria Analitica é o objetivo
deste trabalho.
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DEDUGAO DA LEI DOS COSSENOS DA TRIGONOMETRIA ESFERICA

Neste item realizar-se-a a deducdo da Lei dos Cossenos da Trigonometria
Esférica por duas vias, quais sejam, via Geometria Classica, bastante
encontrada na literatura especializada e via Geometria Analitica, objetivo do
presente trabalho, encontrada em algumas publicacdes tais como: Banerjee
(2004, p.379) e Coutinho (2015, p.55). Contudo utilizando a restricdo de o
circulo ser unitario. O que ndo sera feito nesta publicacdo, sendo, portanto,
mais geral.

Assim, este item estd dividido em duas partes: na primeira far-se-4 uma
revisdo da deducdo via Geometria Cldssica e; na segunda, a deducdo via
Geometria Analitica.

DEDUGAO VIA GEOMETRIA CLASSICA

A deducdo via Geometria Classica, a ser apresentada neste item, pode ser
encontrada, com algumas particularidades, em Todhunter e Leathem (1914,
p.17ss.), Coutinho (2015, p.52ss.), Santiago (2016) e Wells (1888, p.158ss.)

Considera-se o Triangulo Esférico ABC, em cinza na Figura 9. Na mesma
figura, esta representado o centro da esfera (ponto O). O lado a, oposto ao
angulo do vértice A, do triangulo é medido pelo angulo entre os segmentos de
reta OC e OB, e assim por diante. O angulo no vértice A serd chamado de A e
é medido pelo angulo diedro entre os planos OAB e OAC.

Figura 9 — Dedugdo da Lei dos Cossenos

Fonte: Santiago (2016).

Trace-se uma perpendicular ao plano OBC, passante pelo vértice em A do
triangulo da Figura 9. Essa reta é representada pelo segmento AP da Figura. A
partir do ponto P, tomem-se agora duas retas, PM e PN, perpendiculares,
respectivamente, aos segmentos OB e OC. Ao serem tomada estas retas,
formam-se na Figura 9, os seguintes triangulos retangulos planos: APN, APM,
ONP, OMP, OPA, ONA e OMA. O angulo reto de tais tridangulos esta no vértice
simbolizado pela letra do meio do nome do triangulo. Por exemplo, no
triangulo APN, o angulo reto esta no vértice em P.

Considerando o tridngulo ONA, o angulo em O mede a separagdo angular
entre o cateto ON e a hipotenusa OA, medindo angularmente, portanto, o
lado b do Triangulo Esférico. Deste modo:
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cosb = O_IfN @
senb = 04 (2)
Considerando o triangulo OMA, cuja hipotenusa é OA (o raio da esfera), ter-
se-a:
oM
cosc = % (3)
senc = 4)

Sejam agora os triangulos OMP e ONP, cuja hipotenusa é OP. E sejam
novamente os angulos com vértice em O, representados pelas letras gregas a
e B. Pode-se escrever:

o 5
o )
cos f3 = % (7
sen B = % (8)

0OA

Rearranjando a Equacdo 3, ter-se-a:

OM = OAcosc €)]

Rearranjando a Equagdo 5:

OM = OPcosa (10)

Igualando a Equacdo 9 e a Equacgdo 10 e lembrando que a + B = a, entdo:

OAcosc = OPcos (a— ) (11)

Expandindo a diferenca (a — B):

OAcosc = OP (cosacos 3 + senasenf3) (12)

Pégina | 236
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Substituindo na Equacdo 12, os valores de cos B e sen B, dados
Equagbes 7 e 8:

0OA = OP( N + NP)
cosc = cosaﬁ senaﬁ .

Simplificando a Equacgdo 13,

OAcosc = ONcosa+ NPsen a.

Da Equacdo 1, sabe-se que

ON =0Acosb

Substituindo a Equagdo 15 na Equagdo 14

OAcosc = 0Acosacosb + NPsena

Tem-se que buscar uma expressdo para NP.

Usando o triangulo APN:

NP = AN cos C.

pelas

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

A expressdo acima faz uso do fato de que o dngulo do tridangulo APN com
vértice em N é também o angulo entre os planos OAC e OBC, sendo, portanto,

igual ao angulo C do Triangulo Esférico.

Mas, da Equacdo 2, sabe-se que:

AN = OAsenb.

Substituindo a Equagdo 18 na Equag¢do 17, obtém-se:

NP = OA sen bcosC.

Agora, substituindo a Equac¢do 19 na Equacgado 16, chega-se a:

OAcosc = 0Acosacosb + OAsenbsenacosC.
Pégina | 237

Simplificando a Equacgdo 20, chega-se finalmente a:

(18)

(19)

(20)
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cosc =cosacosb+ senbsenacosC, (212)

Denominada Lei dos Cossenos da Trigonometria Esférica ou Férmula dos
Quatro Elementos, em que os trés lados do Tridngulo Esférico sao associados
a um de seus angulos.

Podem ser escritas as outras duas Equacdes realizando a permuta das letras:

cosb = cosacosc + sencsenacosB (22)
cosa = cosccosb + sen b sen c cos A. (23)

Para a deducdo apresentada, foi suposto implicitamente que os lados sdo
menores que um reto, pode-se entdo generalizar-se para os casos em que sdo
maiores que um reto.

Suponha-se um Triangulo ABC, Figura 10, no qual os lados que formam o
angulo A sdo maiores que 90°. O prolongamento dos lados AB e AC se
encontrardo no ponto A’, formando, assim, um fuso esférico. Ter-se-3,
portanto, dois Triangulos Esféricos, ABC e A’BC, sendo o lado a (BC) comum
aos dois Triangulos. O lado A’B serd chamado de ¢’ e o lado A’C serd chamado
de b’

Figura 10 — Fuso esférico contendo dois Triangulos Esféricos

Fonte: Todhunter e Leathem (1914, p.19).

Para o Triangulo A’BC vale a Equagao 23, portanto:

cosa = cosc'cosb’+ senb’'senc’ cosA'. (24)

Mas ¢’ =180°-c, b’ =180°-b e A’ = A, pois é o angulo do fuso. Logo:

cosa = cosccosbh + senb sen ccosA (25)

A Equacdo 25 é igual a Equacdo 23.

VIA GEOMETRIA ANALITICA

Neste item far-se-a a deducdo da Lei dos Cossenos da Trigonometria Esférica
Pagina | 238 utilizando conceitos da Geometria Analitica. As duas inovac¢des propostas sdo:
nao restringir a deducdo a um circulo de raio unitério e; utilizar somente os
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conceitos da Geometria Analitica de usual aprendizagem nos cursos de ensino
médio e de graduagdo. A Ultima inovacdo serd explicada no momento
oportuno, durante a deducdo das Equacgdes.

Para a deducdo proposta, serdo feitas duas coisas: a primeira é relembrar
algumas noc¢des basicas; a segunda, fazer a deducado propriamente.

Tome-se por base a Figura 11.

Figura 11 — Medida dos angulos e lados de um Triangulo Esférico

Fonte: Autoria Prépria (2017).

Os planos seccionadores da esfera geradores dos circulos maximos, cujos
arcos sdo os lados do Triangulo Esférico ABC, interceptam-se no centro da
Esfera, determinando um triedro com vértice em O. As linhas OA, OB e OC

sdo as arestas, podendo ser tratadas como vetores, respectivamente, O_A), OB
e OC.

Seja XYZ, conforme visto na Figura 11, um sistema cartesiano triortogonal
arbitrario, com origem no centro O da Esfera, pode-se definir as coordenadas
dos vetores como: OA = [Xa Y Zalt, OB= [Xg Yg Zg]' e OC =
Xc Yo Zc]“

Os planos formados pelos vetores tomados dois a dois sdo as faces do
triedro e os angulos a, b e ¢ sdo os angulos de face do triedro.

Conforme mencionado, os angulos de face medem angularmente os lados
do Tridngulo Esférico. Assim, o lado a é medido pelo angulo entre os vetores
OB e OC; o lado b é o angulo entre os vetores OA e OC e; o lado ¢ é medido

pelo angulo entre os vetores 0A e OB. Ora, os angulos entre vetores podem
ser calculados pelo produto escalar entre os vetores (LIMA, 2004, p.123ss).
Logo, os lados podem ser calculados através do produto escalar entre os
vetores, conforme as Equacgses 26, 27 e 28:

0B.0C
[oB]loc]
b= 0A.0C

o] [oc]
_ 0A.0B
[oalloB]

cosa = (26)
(27)

cosc (28)
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Em que o simbolo | ||| significa norma de um vetor e o simbolo . significa
produto escalar.

Calculando o produto escalar no numerador do lado direito das Equacdes 26,
27 e 28:

XpXc +YgYe +Z5Z,
cosa = — : (29)
[oB]|||oc||
Xy X +YaYe + 247,
cosh = ——— . (30)
[oA]l[|loc||
Xy Xp +VyYp + 272475
cosc = —— . (31)
[oA]|[|oB]|

Por seu turno, os angulos esféricos sdo angulos entre arcos de circulo
maximo, medindo-se através do angulo diedro entre os planos que contém
cada um dos arcos de circulo maximo.

Por exemplo, o angulo de vértice em A é o angulo diedro entre o plano que
, —_— — , —_— —_—
contém os vetores OA e OB e o plano que contém os vetores OA e OC.
Da Geometria Analitica, sabe-se que o angulo entre dois planos pode ser
calculado pelo angulo entre os vetores normais a cada um destes planos. O
—_— —_—
vetor normal ao plano que contém os vetores OAe OB é calculado pelo
—_— —_—
produto vetorial OA x OB e o vetor normal ao plano que contém os vetores

0A e OC é dado pelo produto vetorial 0A xOC. Deste modo, o angulo entre
os dois planos pode ser calculado pela Equagao 32.

_ (0Ax0B).(0Ax 0C)
~ llo x 0B][oA x oc|

cos A (32)

Em que OAXOB é o produto vetorial entre os vetores OAe O_B), sendo,
portanto, o vetor normal ao plano que contém tais vetores; 0AXOC é o

produto vetorial entre os vetores OAe ﬁ, sendo, portanto, o vetor normal ao
plano que contém tais vetores. O primeiro plano contém o arco de circulo
maximo AB e o segundo, o arco AC, estes dois arcos sao os lados do angulo
esférico A.

As equacles para os demais angulos sdo obtidas rearranjando as letras:

(04 X 0B).(0B x 0C)
COSB = t——=—"F——" (33)
|loAx oB||||0B x oc||
_(04x0C).(0Bx 0C)

cosC = 75—
|loA x oc||||oB x oc]||

(34)
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Bem, de posse destes conceitos matematicos, pode-se proceder a deducdo
propriamente dita.

A norma do vetor OA X OB é dada pela Equaco 35:

|0 x 05| = |04 |[05]) senc. 35)

A norma de OA X OC é dada pela Equacdo 36:

|04 x 6¢| = |0 || [0 senc. 36

Substituindo as Equacées 35 e 36 na Equacdo 32:

(04X 0B).(04 X 0C)
COSA = ——— — : (37)
|04 ||||0B||senc |04 ||||oC|| sen b

Resta obter o numerador da Equacdo 37. Comeca-se por obter os produtos
vetoriais.

O produto vetorial OA X OB é calculado por:

i j k
XB YB ZB

—_— g
O resultado serd o vetor normal ao plano que contém OA e OB, sendo
chamado de u. Calculando o determinante:

U=[YyZp —ZsYp ZsXp—XaZp Xu¥p —VuXplt. (39)

Em que YaZs — ZaYs é a componente do vetor normal na direcdo X, a qual
sera chamada de uy; ZaXs — XaZs € a componente do vetor normal na diregao
Y, a qual sera chamada de Uy, €; XaYs — YaXs é a componente do vetor normal
na diregdo Z, a qual sera chamada de u,.

O produto vetorial 0A X OC é calculado por:

i j k
0AXO0C =X, Y» Z|. (40)
Xe Yo Zg

Pégina | 241 , , - =
O resultado sera o vetor normal ao plano que contém OA e OC, recebendo o

nome de V. Calculando o determinante:

Rev. Bras. Geom., Curitiba, v. 5, n. 2, p. 230-250, abr/jun. 2017.



=0

Revista Brasileira de Geomitica

Pagina | 242

V= [YaZc —ZuYe ZyXe—XpZc Xu¥o —YaXc]E (41)

Em que YaZc — ZaYc é a componente do vetor normal na direcdo X, a qual
sera chamada de vy; ZaXc — XaZc € a componente do vetor normal na diregao
Y, a qual serd chamada de Vy, € XaYc = YaXc é a componente do vetor normal
na dire¢do Z, a qual sera chamada de v,.

Conforme a Equacdo 32, é necessario calcular o produto escalar entre os
vetores representados pelas Equacdes 39 e 41. O produto escalar sera a soma
dos produtos entre as componentes em X, Y e Z, respectivamente, de cada
uma das equacdes. O produto escalar entre U e V é dado pela Equacdo 42:

UV = UV + Uy + UV, (42)

Para tornar mais clara a deducdo, o produto de cada componente foi
separado. Primeiro, a componente em X:

WUy = (VuZp — ZpYp) (VuZe — ZyYe). (43)

Resolvendo a Equacdo 43, tem-se:

WUy = Y32 ZpZc — YaZpZaYe — ZyYp¥aZc + 247 YpYe. (44)

A componenteem Y:

UyVy = (ZyXp — XaZp)(ZaXc — XaZc). (45)

Resolvendo a Equagdo 45, tem-se:
UyVy = Zy°XpZe — ZaXpXaZc — XaZpZpXe + Xa*ZpZe. (46)
Finalmente, a componente em Z:

u,v, = (X4Yp — Yy Xp) (XpYe — Y4 X0). (47)

Resolvendo a Equacgao 47, tem-se:

UV, = Xa2YpYe — XuYaVuXo — VaXpXaYe + Va2 Xp X (48)
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Visando facilitar a compreensdao dos movimentos algébricos a serem dados,
as parcelas estdo agrupadas na Tabela 1, contudo em linhas diferentes.

Tabela 1 — Produto Escalar referente a Equacgdo 32.

Parcelas Numeragao

UyVy = Ya2ZpZc — YaZpZaYc — ZaYgYaZc + Zp*YgYc (44)
uyvy = Zpy*XpZ¢c — ZpXpXaZc — XaZpZaXc + Xa’ZpZc (46)
u,v, = Xa%YgYe — XaYgYaXc — YaXpXaYe + Ya?XpXc (48)

Fonte: Autoria Prépria (2017).

Coloca-se na soma das trés equacgdes o termo YA2 em evidéncia, o resultado
é chamado de a:

a=Y?(ZgZ; + XgXc). (49)
O termo YAZZBZC estd na Equacdo 44, primeira linha da Tabela 1; o termo

YAZXBXc estd na Equacdo 48, terceira linha da Tabela 1.

Rearranjando a Equacédo 29, tem-se:

||0—B)||||R)||COS&—YBYC :XBXC +ZBZC (50)
Substituindo a Equagdo 50 na Equagdo 49, tem-se:

a = Y,2(|[0B||[|0C||cos a Yz Yc) (51)

Os mesmos passos seguidos para YAZ, podem ser feitos para ZA2 e XAZ,
tem-se, entdo:

b= ZAZ(”O—B)“”m‘)Hcosa—ZBZC) (52)
¢ = X,%(||0B||||0C||cos a —XzX() (53)

Nos termos constantes na Tabela 1, colocando o termo Z,Zg em evidéncia,
e chamando o resultado de d:

d =ZZp(—Y,Ye — XaXc) (54)

Rearranjando a Equacgao 30:
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|0A||||OC|| cos b — ZuZe = XaXc + YaYe.

Substituindo a Equacdo 55 na Equacdo 54, tem-se:

d = ZAZB(ZAZC - ”m””ﬁ” CoS b)

Pode-se fazer o mesmo para os termos Y, Yg e X5 Xp, 0 que da:

e= Y;lYB(YAYC — ||ﬁJJ|Tﬂcos b)
f = XaXp(XsXc — ||0A]|||OC|| cosb)

Expandindo as Equacdes 56, 57 e 58 e somando-as:

d+e+f =227 — ZyZp||0A||[|OC| cos b + Y2YpY,
— Y, Y5||04||||0C|| cos b + X3 XpXc
— X,X,||04]|[[OC| cos b.

Colocando, na Equacao 59,
termos:
d+e+f =X2XgXc + Y2VpYo + Z2 757
— (ZaZp + Y4Ys + X4 Xp) || 04| ||OC||cos b

Mas rearranjando a Equacgao 31, tem-se:
XAXB + YAYB + ZAZB = ||m||||0—B)||COSC
Substituindo a Equagdo 61 na Equagdo 60, tem-se:

d+e+f=X3XgXc + Y2YpYo + 23757,
— [|oA][[[oB]| [ 0A][[[oC |cos c cos b

(55)

(56)

(57)
(58)

(59)

P - . "~ . .
|OA||||OC|| cos b em evidéncia e rearranjando os

(60)

(61)

(62)

O produto escalar serd agora dado pela soma das Equag¢des 51, 52, 53 e 62.
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Tabela 2 — Parcelas do Produto Escalar.

Parcelas Numeragao

a = Y,2(|[0B||||0C||cos a Y3 Yc) (51)
b= ZAZ(“O—B)””WI)”cosa—ZBZC) (52)
¢ = X,%(||oB||||0C]|cos a—XpX¢) (53)

d+e+f =X2XpXe + Ya2YpYo + 242257,

[0 05| [0A] o€ |cos e cos b )
Fonte: Autoria Prépria (2017).

Na soma destas quatro parcelas, coloca-se XA2 em evidéncia:
g =XA2(”0—B)|”|W”C053—XBXC +XBXC)' (63)
Logo:
g= XAZHO—B)HHR)”COS a. (64)
O mesmo pode ser realizado para Yo% e Z2:
h = Y,2||0B||||0C||cos a. (65)
i = Z,2||0B||||0C]||cos a. (66)
Estas trés parcelas podem ser agrupadas por ||OB|||0C||cos a:
g+h+i=(X2+1,2+2,2)|08|||[0C | cos a. (67)

O produto escalar (OA X OB). (OA X OC), portanto, serd dado por:

i.7=(0AX0B).(0AX0C)
= (Xs2 + Y% + 7,2)|0B||||0C]||cos a (68)
— [[04][[oB]| [[04]|[|oC]||cos c cos b

Substituindo a Equacado 68 na Equacgdo 37, tem-se:
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cosA = (X3 + Y2+ 72)||0B||||0C]| cos a

[0A[[[[0B||sen c[0A]|[[OC |sen b
[oA[[[[oB]|[[oA][[|oC] cos c cos b
 [[oA[[0B]|sen c[[oA][[[0C |sen b

(69)

— 2
Sabendo que [|OA ||” = Xa% + Ya® + Z,? (LIMA, 2004, p.123), a Equagdo 69
pode ser escrita:

— 2 ==
loA ||"ljoB]l]|oc]| cos a

C0SA = —7—— —
|0A][[|0B]|sen CIIZOAIIIIOC [|sen b 70)
|| | [9B||[o€ | cos c cos
[04]|[[0B||sen c||0A][[|OC||sen b
E, finalmente:
cosa—cosccosh
CosA = : (71)

sencsenb

Rearranjando a Equacgdo 71, para que o lado a fique isolado a esquerda, tem-
se:

cosa = cosccosbhb + sencsen b cosA. (72)

A deducdo das outras duas equagdes segue 0s mesmos pPassos.

E importante ressaltar que a partir da Equacdo 37, poderia ser utilizada a
identidade:

(AxB).(CxD)=(4.C)(B.B) - (B.C)(4.D). (73)

Contudo, optou-se por realizar a deducdo completa, pois a Equacdo 73 ndo é
amplamente divulgada no ensino médio ou universitario, ndo sendo
encontrada em Lima (2004), por exemplo.

CONCLUSOES

Este trabalho realizou revisao bibliografica acerca da dedugdo via Geometria
Analitica da Lei dos Cossenos da Trigonometria Esférica. A utilizagdo da
Geometria Analitica é importante para os profissionais de Geomatica, pois
recorda conceitos que serdo utilizadas em outras disciplinas, facilitando a

compreenséo das mesmas.
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Especial énfase foi dada aos conceitos de Geometria Sdlida e Geometria
Analitica.

Normalmente os textos de Trigonometria Esférica contém a deducgdo via
Geometria Classica e, naquelas publicacdes em que hd a deducdo via
Geometria Analitica, utiliza-se uma esfera unitdria como referéncia. Este
trabalho ndo utilizou tal restri¢ao, tornando a solugdo geral.
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Deduction via analytic geometry of the
equations of the cosine law of the spherical
trigonometry

ABSTRACT

The Spherical Trigonometry is an important discipline for Geomatics. Many concepts of
Geomatics come from the Spherical Trigonometry, these concepts are applied to: solve
the direct and inverse problems of Geodesy; solve Positional Triangle from Astronomy
and; the deduction of the laws of formation of some Projections, especially the Azimuthal
Equidistant, when the reference surface is a sphere. The fundamental equations to solve
Spherical Triangles are those that compose the named Cosine Law. In this way, this work
aims to present a general deduction of the Cosine Law, using Analytical Geometry. A
second goal is to present concepts of Analytical Geometry to the students and
professionals of the Geomatics, because this area of Mathematics is also very important to
them.

KEYWORDS: Spherical Trigonometry. Analytical Geometry. Spherical Geometry.
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