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Resumo

O presente artigo tem por finalidade apresentar os caminhos tracados
pelas equacGes ao longo da histéria da Matematica e seus reflexos no
desenvolvimento da Matemadtica. A busca pela solucdo das equacgGes algébricas foi
durante muito tempo um desafio para o homem. Considerando os principais
momentos em que a histéria das equacgdes se emaranhava com a histéria da
Matematica, este artigo pretende trazer contribuicGes para pesquisas
relacionadas ao ensino e aprendizagem de Algebra, assim para o processo de
ensino e aprendizagem da Matematica em sala de aula, na medida em que é uma
fonte de reflexdo sobre a influéncia da epistemologia da ciéncia nos processos
didaticos em nossa area de atuacdo..
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Abstract

The present article has the aim to present the ways traced by equations
throughout the history of the Mathematics and its consequences in its
development. The search for the solution of the algebraic equations has always
been a challenge for man. Considering the main moments where the history of the
equations became entangled with the history of the Mathematics, this article
intends to contribute with researches in teaching and learning of Algebra, as well as
teaching and learning of Mathematics in classroom, as it is a source to reflection on
as how it gives an influence on the epistemology of science in the didactic processes
in our area of performance.
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Introducao

Este artigo é parte integrante de um trabalho mais amplo que busca identificar os
significados para a nocdo de equacdo no ensino de Matematica. Apresento aqui um estudo
bibliografico, no qual analiso a trajetéria epistemoldgico-histérica da no¢do de equacdo,
identificando como diferentes povos, em diferentes épocas, concebiam a nog¢do ao longo do
desenvolvimento da Histéria da Matematica. Os resultados dessa investigacdo contribuiram para
a identificacdo de diferentes formas de se conceber a no¢do de equagdo no ensino de Matematica
(RIBEIRO, 2007).

Partindo de pesquisas recentes como Kieran (1992), que levanta o fato de se trabalhar em
demasia com o aspecto processual da Algebra, Cotret (1997) em sua pesquisa sobre as
dificuldades que surgem quando do equacionamento de problemas escritos e Ribeiro (2001), que
identificou um resultado pouco expressivo quando alunos de 13-14 anos trabalharam com
questdes envolvendo equacgdes, é possivel constatar a énfase que é dada aos procedimentos e

técnicas de resolucdo, quando se esta trabalhando com as equacoes.

Nesse sentido, minha preocupacdo em identificar e divulgar os diferentes significados que
podem e, a longo prazo, devem ser atribuidos a no¢do de equacao, reflete uma posicdo na qual
ndo podemos conceber a nog¢do de equacdo simplesmente como um conjunto de técnicas e

procedimentos de resolugdo, ou focar nosso interesse somente nesse aspecto.

Entendendo o processo de significagdo como a construcdo de significado de objetos
matemadticos por intermédio de uma relacdo pessoal, a principio, entre o individuo e o objeto
matemadtico quando de sua utilizacdo e manipulagdo, assim, recorro a Duval (1993) que discute a
questdo da compreensdo em Matemadtica implicar na capacidade de articularmos diferentes
registros de representacdo semiética de um mesmo objeto matematico, articulacdo essa que é

necessaria, mas nao é suficiente, para a constituicdo do conhecimento matematico.

Desse modo, este estudo epistemoldgico-histérico considera os diferentes registros de
representacao vinculados as diferentes formas com que a nogdo de equacao foi sendo concebida

ao longo da histdria.

O presente trabalho foi desenvolvido a partir de um estudo bibliografico de diversos
autores da area da Histéria da Matematica. Inicio apresentando a Matematica dos Babilonios e
Egipcios, dos Gregos. Trago em seguida as descobertas dos Arabes e Hindus, e, finalmente, as
contribuicbes que os Europeus Renascentistas trouxeram para um dos maiores problemas que

permearam a Matemdtica até o século XIX — a busca pela resolu¢do das equagdes quinticas.
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Babilonios e Egipcios

Eves (2004) aponta para o fato de que uma marca bastante forte e presente na
Matematica dos Babilonios refere-se a uma geometria de cardter puramente algébrico, com
problemas expressos em terminologia geométrica, mas que ndo passam de problemas algébricos
nao triviais. Por volta do ano 2000 a.C. a aritmética babilonica parecia ja ter evoluido para uma
algebra retdrica desenvolvida. Eles resolviam equagOes lineares e quadraticas com duas
incégnitas, tanto pelo método equivalente ao de substituicdo numa férmula geral, como pelo

método de completar quadrados.

A algebra naquela época era utilizada para resolver problemas por meio de equacgées que
ainda, nos dias de hoje, requerem uma consideravel habilidade numérica, e nota-se ainda que os
babilénios eram infatigdveis construtores de tabuas de cdlculos, calculistas extremamente habeis

e certamente mais fortes em dlgebra do que em geometria. (EVES, 2004, p. 63)

Juntamente com a Babil6nia, destaco o Egito, berco de uma das mais antigas civiliza¢cGes
da humanidade. Dentre os documentos matematicos mais antigos que chegaram aos dias atuais,
talvez os mais famosos sejam os papiros egipcios. Os papiros de Rhind e de Moscou juntos
contém 110 problemas. A maioria dos problemas apresentados nos papiros era de origem pratica,
com questdes sobre pado, cerveja, o balanceamento de ra¢des para o gado e aves. Muitos desses
problemas eram resolvidos por uma equacdo linear com uma incégnita, utilizando-se de um

método que, mais tarde na Europa, ficou conhecido por regra da falsa posicao.

Os problemas eram normalmente simples e ndo iam além das equacdes lineares com uma
incégnita, a qual eles representavam por hau ou aha. Suas solugdes ndo exigiam grandes métodos
e raciocinios, sendo que o mais empregado, o da falsa posicdo, assemelha-se bastante com o que

conhecemos hoje como “método das tentativas”.

Em Dahan-Dalmenico & Peiffer (1986) outro fato importante a se destacar é que, nos
papiros encontrados, as resolu¢des de equacdo eram sempre seguidas de instrucGes do tipo “faca
isto”, “faca aquilo”, “este é o resultado”, sem qualquer tipo de justificativa ldgica. A meu ver,
podemos ainda reconhecer indicios dessa “concepg¢do” nos dias atuais, quando se trata de uma
perspectiva de ensino-aprendizagem baseada na manipulagcdo de regras e algoritmos sem muita

preocupac¢do com a discussao dos significados das idéias matematicas.

Baseado nessas caracteristicas dos babilonios e egipcios pode-se concluir que nesse
periodo trabalhava-se basicamente com equagdes originarias de problemas de ordem pratica —
como aqueles ligados a agricultura e divisdo de terras. A no¢ao de equagao utilizada por essas

civilizagBes, principalmente pelos egipcios, tinha um carater pragmatico e procurava, de forma
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intuitiva, igualar duas quantidades, com a finalidade de encontrar o valor da quantidade

desconhecida.

Percebe-se durante essa fase da histéria das equacgbes, que, na maior parte das vezes, a
busca pelas solugdes relacionava-se a equacgdes particulares, para resolver problemas especificos.
Os métodos utilizados, em sua maior parte, estavam ligados a idéias aritméticas e ndo tinham

como preocupagdo a busca por solugGes gerais para esses tipos de equagdes.

Gregos

Considerando que este estudo delimita periodos histéricos para sua investigacdo, isto
acarreta que gregos aparecam em separado dos europeus renascentistas, justamente pelo fato

destes Ultimos terem vivido em periodo histdrico diferente dos primeiros.

Durante esse periodo surgiram relatos sobre um grande numero de matematicos
preocupados com os problemas que trouxeram desenvolvimento para a geometria. Tratava-se do
periodo da "ldade Herdica da Matematica" em que a algebra aritmética era substituida por uma
algebra geométrica. Em sua algebra geométrica, os gregos utilizavam dois métodos principais
para a resolucdo de equacdes lineares e quadraticas — o método das proporgSes e o da aplicacdo

de dreas, métodos esses que parecem ter suas origens nos pitagoricos.

Garbi (1997) no livro O Romance das Equagdes Algébricas apresenta o método das
proporg¢des utilizado pelos gregos, método esse que permite que se construa um segmento de
reta x, dado por a: b = c: x ou por a: x = x: b, em que a, b, ¢ sdo segmentos de reta dados. Esse

método fornece solucdes geométricas para equacdes do tipo ax = bc e x° = ab.

Os gregos normalmente distinguiam grandezas de dimensdes diferentes — uma, duas ou
trés. Suas discussdes giravam em torno de situagdes em que surgia a necessidade de se adicionar
tais grandezas, pois isso somente poderia ocorrer entre grandezas de mesma dimensdo. Tais
discussdes demandavam de problemas originados da pergunta: Como encontrar o segmento x em

equagdes do tipo: X’ =a’ +b’;  ax=bc; X’ =ab? .

Segundo Boyer (1978), apds o lll século antes de Cristo segue-se um longo periodo de
declinio interrompido apenas entre 250 a 350 d.C. em que surge o maior algebrista grego -
Diofanto de Alexandria, que escreveu uma importante obra intitulada Arithmética. Essa obra traz
enormes contribuicGes para o desenvolvimento da algebra, principalmente no que se refere a
simbologia. Além disso, contempla a utilizacdo de certas técnicas de natureza algébrica, como:

transformacGes de expressoes, substituicdo, eliminacdo, etc., mesmo que implicitas.

R.B.E.C.T., vol 2, nim 1, jan./abr. 2009 ISSN - 1982-873X



Desse periodo podemos concluir que as equacgdes eram significativamente concebidas de
maneira diferente dos babilénios e egipcios, pois os gregos ndo estavam procurando resolver
equacgbes que tinham sido originadas de problemas de ordem pratica. A nogdo de equagao
utilizada pelos gregos contemplava um carater geométrico e, de forma dedutiva, suas resolucées
repousavam em manipulacdes geométricas, como percebemos, por exemplo, no método das

proporgoes.

Outro ponto importante a se destacar é a diferenca na concepc¢do de equacgdo, pois,
enquanto para os babilonios e egipcios as equagdes eram concebidas como uma igualdade entre
duas quantidades, isso era inconcebivel para os gregos, pois as operagées com segmentos e

figuras geométricas ndo permitiam que se igualassem grandezas de dimensdes diferentes.

Por outro lado, percebemos que mesmo com a mudanga de concepg¢do acerca da algebra
nesse periodo — de aritmética, nos babilonios e egipcios, para geométrica, nos gregos — a busca

pelas solugdes ainda estava relacionada a equacgdes particulares e ndo a métodos gerais.

Arabes e Hindus

A matematica arabe se desenvolveu a partir de muitos problemas relacionados ao
comércio, a arquitetura, a astronomia, a geografia, a dtica; tendo como caracteristica presente, a

relacdo entre a solucdo desses problemas e um trabalho tedrico intenso.

Puig (1998) traz um estudo bastante detalhado sobre um dos principais nomes da época
que foi al-Khwarizmi. Ele escreveu duas importantes obras sobre aritmética e algebra, dentre as
quais destacamos IIm al-Jabr Wa al Mugabalah, que pode ser entendida como "restauragdo por
transposicdo de termos de um lado da equacdo para o outro". Foi uma das obras que mais trouxe

contribuicOes para o estudo das equacgdes.

Nesse livro, aparecem pela primeira vez, regras para resolver equacdes de 1° e 2° graus a
coeficientes numéricos. Pode-se dizer que essas regras sdao semelhantes aquelas utilizadas hoje
em dia para resolver as equacgGes do 12 grau. A dlgebra de al-khwarizmi, presente na obra IIm al-
Jabr Wa al Muqgabalah, deixa-nos como heranga duas expressGes que tomaram significados

muito fortes e presentes na resolucdo de equacdes: al-Jabr e al Mugabalah.

Para resolver alguns tipos de equacGes al-khwarizmi utilizava duas operagbes

fundamentais al-jabr e al muqgabalah, que significam:
- al-jabr é a operagdo que soma a ambos os membros da equacgdo termos iguais;

- al mugabalah é a operagdo que reduz ou elimina termos iguais de ambos os

membros da igualdade.
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Todas as equagOes tratadas por ele podiam ser reduzidas a seis tipos, em sua forma

candnica:
1) ax’ = bx 4)ax’ +bx=c
2)ax’=c 5) ax’ + ¢ = bx
3)bx=c 6) bx + ¢ = ax’

Em Puig & Rojano (2004) pode-se constatar ainda que nessa obra de al-Khwarizmi pode-
se ver que a representacdo do que é necessdrio para resolver os problemas se faz mediante dois

instrumentos distintos:

e Os “tipos de nimeros que aparecem nos calculos” — tesoros (mdl, valores em dinheiro ou
tesouros), raizes (jidr) e nimeros simples (adad mufrad, um certo nimero de dirhams, a
moeda darabe). A conceitualizacdo das equacbes escritas por al-Khwarizmi, em forma
retérica na lingua darabe, trata de transacGes comerciais, relagdes geométricas ou

qualquer outra coisa;

e Além dessas trés terminologias utilizadas, al-Khwarizmi usava o termo shay’ (cosa) para
designar uma quantidade desconhecida de um problema em uma equacgdo, permitindo

assim que se expresse, de forma retdrica, operagdes aritméticas com o desconhecido.

Como visto, a cosa, por um lado, e tesoro, raiz e numero simples, por outro, estao
representando elementos de natureza diferentes: a cosa serve para representar quantidades
desconhecidas (e para poder operar com ela) e, tesoro, raiz e nimeros simples, representam tipos

ou espécies de niumeros. Essa distingao nao se fazia, por exemplo, na algebra babilonica.

Percebe-se na obra de al-Khwarizmi uma preocupacdo na busca pelas formas canénicas
possiveis para se resolver qualquer tipo de equacgdo quadrdtica. Embora ele ndo dispusesse de
uma linguagem simbdlica, como temos atualmente, al-Khwarizmi conseguiu elaborar um catalogo
com as formas canodnicas utilizando-se unicamente de linguagem natural e algumas figuras

geométricas.

Em Struik (1992) levantou-se que outro matematico drabe que contribuiu para a teoria
das equacGes foi Omar Khayyam, que encontrou uma solucdo geométrica para a equacdo cubica
do tipo x> + ax = b utilizando a intersecgdo do circulo x* + y* = gx com a parabola x* = py. Ele
também trabalhou com a culbica do tipo x> = ax + b utilizando a interseccdo da pardbola

b
x*= \/Zy com a hipérbole eqildtera x| —+ x |= yz.
a

A matemadtica hindu era freqlientemente descrita como uma matematica
intuitiva. Os matematicos indianos tinham uma predilecdo em trabalhar com numeros nas

operacgles aritméticas ou na resolugdo de equacgdes, utilizando freqlientemente os métodos da
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falsa posicdo ou de inversdao, no qual se trabalha “de trads para frente”, a partir dos dados do

problema.

Grandes contribuicdes foram dadas a Algebra e em especial a Teoria das Equagdes por

dois matematicos hindus muito conhecidos na Histéria da Matematica: Brahmagupta e Bhaskara.

Segundo Bashmakova & Smirnova (2000), Brahmagupta, matematico hindu que viveu em
628 na india central, encontrou solugdes gerais das equagdes quadraticas, determinando duas
raizes, inclusive sendo uma delas negativa. Pode-se observar uma influéncia da Matematica grega
em Brahmagupta. Ele foi o primeiro a encontrar todas as solu¢bes inteiras possiveis para a
equacado linear diofantina ax + by = c onde a, b e ¢ sdo inteiros, enquanto Diofanto, em sua época,

procurava uma solugdo racional qualquer.

Percebe-se também uma “sincopa¢do” da Algebra em seus trabalhos, pois ele, assim
como outros hindus, utilizava-se da justaposicdo para indicar a adicdo; um ponto sobre o
subtraendo para indicar a subtracdo; bha para indicar a multiplicacdo; ya para denotar a

incégnita; dentre outras.

O mais importante matematico hindu do século Xll foi Bhaskara, que preencheu algumas
lacunas na obra de Brahmagupta, e conseguiu representar, através de sua obra, um culminar das
contribuicdes hindus anteriores. A mais conhecida, Lilavati, € uma compilacdo de problemas de
Brahmagupta dentre outros, que continha muitos problemas sobre progressGes aritméticas e

geomeétricas, equacdes lineares e quadraticas.

Bhaskara, assim como seu antecessor Brahmagupta e outros hindus, aceitavam os

numeros negativos e irracionais, e chegaram a duas importantes identidades,

as quais podem ser empregadas para encontrar a raiz quadrada de um nimero racional.

Utilizando-se do conhecimento deixado por outros matematicos hindus, principalmente
Brahmagupta, Bhaskara unificou a solucdo geral das equacbes quadrdticas pelo método de
complemento de quadrados, hoje em dia conhecido por método hindu. Essa importante férmula
geral para a resolucdo da equacdo de 2° grau ax’+bx+c=0, x:(—biM)/Za, é

conhecida nos dias atuais como Férmula de Bhaskara.

Percebemos entdo que tanto drabes como hindus trabalhavam com equacdes originarias

de problemas de ordem prdética, assim como os babilénios e os egipcios ja tinham feito, além de
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situacbes que recaiam em interpretacdes e manipulacdes geométricas, como 0s gregos ja o

faziam.

Contudo, é notdrio que as questdes investigadas por drabes e hindus parecem dar a
noc¢ao de equagdo, cada vez mais, um carater algébrico. O catalogo de expressdes que se sabe
resolver passa do especifico — constituido pela acumulacdo de problemas resolvidos, técnicas e
procedimentos de resolucdo particularizados — para um catdlogo de todas as formas candnicas

possiveis.

A dlgebra babil6nica ndo supera esse objetivo, pois, embora existissem catalogos de
técnicas e problemas, esses nada tém a ver com as figuras geométricas. Os procedimentos de
resolucdo sdo analiticos e reduzem as configuragGes a outras que se saibam resolver, ponto que

também ndo é superado, tampouco, pela obra de Diofanto.

A nogdo de equacgdo utilizada pelos arabes e hindus ja apresenta uma concepg¢dao mais
estrutural, no sentido de se observar as caracteristicas e propriedades definidas em uma classe de

equacdes e ndo mais em equacdes relacionadas a situagdes particulares.

Assim, com os objetivos presentes na algebra dos arabes e hindus, percebe-se que
a busca pelas formas canénicas caminha no sentido de que se elabore um catdlogo no qual seja
possivel resolver todas as formas canOnicas Com isso, al-Khwarizmi estabelece todas as

possibilidades para o que conhecemos por trinbmios de grau nao superior a dois.

Desta forma, pode-se concluir ai que, antes de al-Khwarizmi sabia-se resolver
problemas quadraticos com procedimentos tipicos e depois dele, tornou-se possivel resolver

qualquer problema quadratico.

Ao mesmo tempo, podemos notar na obra de Omar Khayyam uma concepgao de
equacdo mais relacionada a um carater geométrico, quando ele utiliza procedimentos
geométricos para interpretar as equagbes e suas solugdes como a intersec¢do de curvas

geométricas.

Os Europeus

No Renascimento, no campo das ciéncias, mais especificamente na Matemdtica, foi
publicada na Itdlia a mais conhecida obra de Algebra, escrita por um frade chamado Luca Pacioli:
“A Summa de arithmetica, geométrica, proportioni et proportionalita”. Essa obra, que foi
concluida em 1487, envolve aritmética, geometria, algebra e contabilidade, sendo que na parte da

Algebra, ela discute a resolucdo usual de equagdes lineares e quadraticas.
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Analisando as obras de Garbi (2006) e Lintz (1999), levantou-se que, provavelmente um
dos maiores e mais extraordinarios feitos matematicos ocorridos no século XVI foi a descoberta,
por matematicos italianos, da solugdo algébrica das equacgdes cubicas e quarticas. O primeiro
matematico que conseguiu resolver algebricamente equacdes cubicas do tipo x> + mx = n foi o
bolonhés Scipione del Ferro. Em 1515, baseando seu trabalho, provavelmente em fontes arabes,

ele encontrou tal resultado.

Nicolo Fontana, mais conhecido por Tartaglia, nasceu em 1499, escreveu Nova Scientia
(1537) que trata de uma aplicacdo da matematica a artilharia, sendo descrito no livro os novos
métodos e instrumentos de balistica. Foi o primeiro italiano a traduzir e a publicar Os Elementos
de Euclides, em 1543, e no ano de 1546 publicou a Quesiti et inventioni diversi. Por volta de 1535,

Tartaglia anunciou ter descoberto uma solug3o algébrica para a equacdo cubica x>+ px’ = n.

Outro matematico italiano que estudou as equacdes de 32 grau foi Cardano, que nasceu
em Pavia, no ano de 1501, e estudou medicina na Universidade de Padua. Em 1545, em sua obra
Ars Magna, ele publicou uma resolugdo para as equacgGes cubicas, mesmo sob os protestos de

Tartaglia que o acusava de plagio.

Pouco depois da resolucdo da cubica, encontrou-se também a resolucdo da equacdo
quartica. Em 1540, o matemadtico italiano Zuanne de Tonini da Coi propos um problema a Cardano
gue recaia numa equagdo qudrtica. Embora Cardano ndo tivesse conseguido resolver essa
equacado, seu discipulo Ferrari o fez, e Cardano publicou essa resolugdo também em sua obra Ars

Magna.

Francois Viéte nasceu na Franca em 1540 e é considerado por muitos como precursor da
Algebra simbdlica. Foi o primeiro algebrista a demonstrar as vantagens no uso de letras para
designar quantidades desconhecidas, ou incégnitas. Em 1591, publicou a obra In Artem
Analyticam Isagoge — Introducdo a Arte Analitica — provavelmente seu trabalho mais famoso.
Nessa obra, Viete trata o desenvolvimento do simbolismo algébrico, introduzindo uma convengao
extremamente importante para a escrita das equagdes na forma geral, pois, para representar
uma quantidade, supostamente desconhecida ou indeterminada, usava uma vogal, e para

representar uma grandeza ou nimeros supostamente conhecidos ou dados, uma consoante.

Contudo, apesar de ter adotado essa simbologia, a Algebra de Viéte consistia
fundamentalmente em palavras e abreviaturas, como: X3, Viete representava por x cubus; X%, ele
representava por x quadratus; o sinal de =, Viete representava por aequalis; a multiplicagdo, por
in; a divisdo Viéte representava por /. Outro ponto merecedor de destaque na obra de Viéete é a
conhecida transformacdo que acrescenta as equagdes clbicas do tipo x* + 3ax = b, uma nova

. . . ~ 2 . S
quantidade desconhecida y, que se relaciona a x pela equagdo y” + xy = a. Com isso, a cuibica em x

se reduz a uma quadratica em y, que pode ser resolvida facilmente.
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Outro matematico que contribuiu significativamente para o desenvolvimento da histdria
das equagoes foi René Descartes, nascido em 1596, na Franca. Segundo Puig (1998) pode-se dizer
gue suas maiores contribuicGes deram-se na continuidade do desenvolvimento da linguagem

algébrica, o que possibilitou a construcdo de seu método para resolugdo de equagdes.
Esse método pode ser apresentado, resumidamente, dentro das seguintes fases:

e leitura analitica do enunciado do problema e a reducdo a uma lista de
guantidades e relacGes entre essas quantidades;

e Escolha de uma quantidade que serd representada por uma letra (ou de varias
quantidades e varias letras);

e Representacdo das outras quantidades mediante expressGes algébricas que
descrevam a relagdo (aritmética) entre essas quantidades e outras que tenham
sido previamente representadas por uma letra ou por uma expressao algébrica;

e Estabelecimento de uma equacdo (ou varias, se for o caso) igualando-se as

expressoes obtidas anteriormente.

Descartes comeca, a partir dai, a fazer uma outra andlise sobre a “sua” Algebra, pois passa
a tomar as prdprias equagdes ndo mais como um meio de organiza¢cdo de fendmenos, mas no
sentido de propor um movimento de matematizacdo vertical, que necessita de novos meios para
sua organizacdo. A partir da idéia: se @ é uma raiz da equacdo, x — a divide o polin6mio
correspondente, Descartes explora o nimero de raizes das equacgdes, o efeito que tem sobre as
raizes o fato de trocar x por y — a, etc. Embora Cardano e Viéte ja tivessem se debrugado sobre
tais idéias, Descartes afirmou que sua Algebra inicia-se justamente onde parou a de Viéte (em sua

obra De emendatione oequatotionum).

Em sua obra Geometria, Descartes retoma o método de escrever equagbes a partir de
problemas, utilizando a idéia de supor conhecido o que é desconhecido, continuando o
desenvolvimento de seu método no que diz respeito a transformacdo das equacbes. Nesse
trabalho, Descartes ndo expGe as regras de transformacdes das expressdes algébricas, pois as da
por conhecidas, o que ele destaca é a forma pela qual se obtém a equagdo candnica. A forma

candbnica da equacdo, escrita da maneira mais geral é:
X" = aX" Tt ax" . tax tax tag

Vimos que as formas canénicas estabelecidas por ele ndo apresentam um polinbmio
igualado a zero, o que ele o faz mais tarde somente em sua obra, quando trata do que chama
“sua algebra”. De forma diferente dos gregos, Descartes rompe com a vinculagdo geométrica dos
nomes das espécies ao mostrar, logo no inicio de sua obra Geometria, que o produto de uma

linha por uma linha pode ser representada por outra linha e ndo como uma superficie,
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diferentemente dos gregos, fazendo assim que as espécies “quadrados” ou “cubos” deixem de ser

heterogéneas.

A combinacdo das letras de Viete — para representar as quantidades desconhecidas (e
conhecidas) — com os numeros de Chuquet e Bombelli — para representar as espécies — foi
necessdria para que ambas as categorias estivessem representadas de maneira diferenciada e
eficiente para o calculo sintatico, possibilitando assim que se fechasse um sistema de signos para

a algebra simbdlica, sistema esse utilizado por Descartes e, posteriormente, por Euler.

Retomando o estudo da obra O Romance das Equagdes Algébricas (Garbi,1997), Leonhard
Euler nasceu na Suica em 1707 e trouxe grandes contribuicdes para a Algebra, e mais
especificamente para as equagdes. Seu trabalho com os nimeros complexos desempenhou um
papel muito importante na teoria das equacgGes algébricas, pois, quando buscava resposta a
guestdo de como extrair uma raiz enésima de um numero complexo, Euler descobriu que
qualquer nimero complexo ndo nulo (inclusive os reais) tem exatamente n raizes enésimas.
Esse resultado agucou os animos de muitos matemdticos da época, pois desde a época de
Cardano, ja se sabia que as equac¢des de 3° grau tinham 3 raizes e as de 4° grau 4. Com o0s
resultados descobertos por Euler, muitos passaram a fazer conjecturas, sem conseguir provar,

gue as equacoes polinomiais de grau n tinham exatamente n raizes.

Na mesma obra (Garbi, 1997) discute as contribuicGes que Carl Friedrich Gauss,
nascido em 1777 na Alemanha, trouxe para a teoria das equagdes. A primeira demonstracdo
plenamente satisfatéria que deu para o Teorema Fundamental da Algebra — toda equagdo
polinomial com coeficientes reais ou complexos e de grau n, n > 0, tem pelo menos uma raiz
complexa — demonstracdo esta produzida em sua tese de doutoramento em Matemadtica. Ao
demonstrar que as equacgbes polinomiais de grau n tém ao menos uma raiz complexa, Gauss
demonstrou que elas tém exatamente n raizes, sendo n o grau do respectivo polindmio.
Utilizando-se a raiz complexa encontrada, conhecimentos de algebra elementares conseguem-se
reescrever o polinébmio original por outro de grau n-1 e aplica-se o resultado do teorema

novamente, verificando-se que o polindmio original tem exatamente n raizes.

A partir da demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra podem ser deduzidas
relagbes muito importantes entre os coeficientes e as raizes de qualquer equacao algébrica, como
por exemplo, que toda equacdo polinomial de coeficientes reais e de grau impar tem pelo
menos uma raiz real, pois como a equacdo tem exatamente n raizes e n é impar, sabendo-se que

as raizes complexas sempre aparecem aos pares, pelo menos uma raiz é real.

Outro resultado importante para o estudo das equacGes algébricas, embasado no
teorema fundamental da dalgebra, foi o Teorema de Bolzano, matematico tcheco que viveu na

mesma época que Gauss: Dados uma equacao algébrica de coeficientes reais em sua forma
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canodnica, P(x) = 0, e dois nimeros reais a e b (a<b), se P(a) e P(b) tiverem o mesmo sinal, o
numero de raizes reais da equac¢ao (eventualmente repetidas) sera par dentro do intervalo
(a,b); se P(a) e P(b) tiverem sinais opostos, o nimero de raizes reais da equac¢ao (eventualmente

as repetidas) sera impar dentro do intervalo (a,b).

Niels Henrik Abel (1802-1829), ainda enquanto estudante na Noruega pensou ter
encontrado a solucdo geral das equagdes quinticas, contudo, ele mesmo percebeu um erro em
sua demonstragdo e, em 1824, publicou o artigo “Sobre a resolucao de equacdes algébricas”, no
qual deu a primeira prova de que era impossivel estabelecer a solugdo da equagdo quintica por

meio de radicais.

Ao mesmo tempo em que Abel buscava a solu¢do das equagdes quinticas, outro grande
matematico, o francés Evariste Galois (1811-1832) também o fazia. O objetivo principal das
pesquisas de Galois era justamente o de determinar quando as equagbes polinomiais eram

resollveis por radicais.

Ainda, aos dezessete anos de idade, Galois cometeu o mesmo erro que Abel, pois
imaginou ter encontrado a solug¢do geral para as equacdes do 5° grau. Logo em seguida publicou o
artigo “Pesquisas sobre as equacles algébricas de grau primo”, no qual apareciam indicios

daquela que seria sua maior contribuicdo para a Algebra, a Teoria dos Grupos.

Galois vislumbrou os alicerces de uma forma revoluciondria de se abordar as equacgdes
algébricas. Inspirado pela prova de Abel — sobre a irresolubilidade por radicais das equacgdes
quinticas —, e nos trabalhos de Lagrange — sobre as permutag¢des das raizes de uma equacdo
polinomial —, Galois desenvolveu a teoria dos grupos, que permite investigar a possibilidade de
resolucdo das equacdes quinticas, por meio de radicais. A teoria de Galois fornece um método
para determinar se raizes de uma equacao algébrica podem ser expressas por radicais, contudo, a
énfase dada por esse método na teoria das equacgGes geralmente se volta mais para a estrutura

algébrica do que para o tratamento de casos especificos.

Assim, pode-se concluir que nesse periodo da histéria das equacbes, da mesma forma
como ja havia ocorrido com os arabes e hindus, principalmente com al-Khwarizmi, as equacdes

eram vistas dentro de um sistema estrutural com propriedades e caracteristicas definidas.

A nocao de equagdo nesse periodo, até a resolucdo das cubicas e quarticas, é considerada
um objeto de investigacdo, pois as operacgdes sdo levadas a cabo sobre elas mesmas, debrucando-
se na busca de solugbes gerais para esses tipos de equacles. Isso é uma caracteristica que

diferencia a maneira que a mesma era concebida pelos babilénios ou egipcios, por exemplo.
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Percebemos que Descartes, quando da utilizacdo de seu método cartesiano, passou a
considerar as equagdes ndo mais como um meio de organizacdao de fenbmenos, mas sim como

um campo de objetos que necessitava de novos meios para sua organizacgao.

Outro momento importante ocorreu quando da descoberta das féormulas gerais para a
resolucdo das equacges de terceiro e quarto graus, pois a partir dai, houve uma modificacdo no
rumo das investigacGes: a pergunta investigada deixou de ser qual era o algoritmo de resolucdo

da forma canénica para: sera que existe tal algoritmo e quais sdo as condi¢es para sua existéncia.

Para a resposta dessa nova questdo, as equagles continuaram sendo tratadas com o
mesmo carater estrutural apresentado por seus antecessores, como em Abel e Galois, por
exemplo, que o que se tornou objeto de investigacdo foi a estrutura do processo de resolugao das
equacdes, o que possibilitou demonstrar que ndo existia um algoritmo capaz de resolver, por

meio de radicais, as equag0Oes de grau superior a quatro.

Conclusoes e Consideracgoes Finais

Percebemos ao longo da apresentacdo deste estudo epistemolégico-histérico as
diferentes maneiras como a noc¢do de equacdo foi concebida e tratada pelos estudiosos em cada

época histdrica. Resumidamente, temos:

Babilonios e Egipcios: trabalhavam com equa¢bGes que em sua maior parte eram
originarias de problemas de ordem pratica. A nocdo de equacao tinha basicamente um carater
pragmatico, que de forma intuitiva, se igualava a duas quantidades com a finalidade de encontrar
o valor da quantidade desconhecida. Na maior parte das vezes, a busca pelas solugbes estava
relacionada a equagodes particulares, para resolver problemas especificos e os métodos utilizados

)

estavam relacionados a idéias aritméticas, sem a preocupacdo de se encontrar solugGes gerais;

Gregos: para eles as equacgles ja eram concebidas de maneira diferente dos babil6nios e
egipcios, pois ndo estavam procurando resolver equagdes que tinham sido originadas de
problemas de ordem prética. A no¢do de equagdo contemplava um carater geométrico e de
forma dedutiva. A resolucdo repousava em manipula¢cdes geométricas. Percebe-se que mesmo
com a mudanga de concepgao acerca da algebra nesse periodo — de aritmética, nos babilonios e
egipcios, para geométrica, nos gregos — a busca pelas solugées ainda estava relacionada a

equacoes particulares e ndo a métodos gerais;

Arabes e Hindus: trabalhavam tanto com equagdes originarias de problemas de ordem
pratica, quanto com situagdes que recaiam em interpretacdes e manipulagdes geométricas. A

no¢ao de equagao ja tinha um carater mais algébrico, mais generalista, pois passou de um
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catdlogo de expressdes que se sabia resolver para um catalogo de todas as formas canonicas
possiveis. Percebemos uma preocupagdo na busca de formas canénicas, como fez al-Khwarizmi
ao estabelecer todas as possibilidades para o que conhecemos por trinbmios de grau nao superior
a dois. Por outro lado, Khayyam ja tinha uma concepg¢do de equagdo mais relacionada a um
carater geométrico, interpretando as solucGes das equagbes como a interseccdo de curvas

geométricas.

Europeus: equagdes eram vistas dentro de um sistema estrutural com propriedades e
caracteristicas bastante definidas. A equacdo é considerada em si prépria, operando-se sobre ela
mesma, com a finalidade de se encontrar solug6es gerais. Apds a descoberta das formulas gerais
para a resolucdo das equacgdes de terceiro e quarto graus, hd uma modificagdo no rumo das
investigacGes, a nova questdo que norteia as investigagOes passa para: serd que existe algoritmo
para resolver equagBes com grau superior a quatro? Nessa nova dire¢do, as equagdes
continuaram sendo tratadas com o mesmo carater estrutural, até que Galois encerra a discussao

fornecendo condicGes de se decidir quando essas equagdes sdo soluveis por radicais.

E possivel verificar, por este estudo epistemoldgico-histérico apresentado, que durante
muitas décadas o principal objeto de investigacdo em Algebra foi o estudo das equacdes
algébricas. Contudo, percebe-se também que houve ao longo da histéria da Algebra, uma
mudanca significativa na natureza do objeto de investigacdo desse campo de conhecimento
matemadtico — o estudo das equagdes perde o foco de atengdo dos matematicos para o estudo das
estruturas matematicas. Com isso, podemos dizer que tivemos dois grandes momentos histéricos:
antes dessa mudanca tinhamos o que é denominado por Algebra Classica ou Elementar e, depois,

o que é chamado de Algebra Moderna ou Abstrata.

A conclusdo que emana das reflexdes propiciadas por este estudo epistemoldgico-
histdérico, permite-me apresentar ao menos trés formas diferentes de se conceber equagdo: uma
relacionada a um carater pragmatico, outra relacionada a um carater geométrico e uma terceira

relacionada a um carater estrutural.

Retomando aqui as discussGes propostas por Duval (1993, 2003) enfatizo que as
possibilidades e potencialidades que o trabalho com diferentes formas de conceber a nocdo de
equacdo, as quais estdo relacionadas diretamente com diferentes registros de representacao
semidtica, podem trazer para a construcdo do conhecimento matematico. Duval afirma em sua
teoria que é necessdrio, mas nao suficiente, que os estudantes sejam capazes de representar um

mesmo objeto matemadtico por mais de um tipo de registro de representa¢do semidtica.
No processo de ensino e aprendizagem da Matematica, Duval lembra:

(...) uma das caracteristicas mais importantes da atividade matemdtica é a

diversidade dos registros de representacdo semidtica que ela mobiliza
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obrigatoriamente. No entanto, essa diversidade raramente é levada em conta no
ensino. Ora, se se quer analisar as dificuldades de aprendizagem em matemadtica,
é preciso estudar prioritariamente a conversdo das representagcdes e ndo os
tratamentos. Naturalmente, para poder estar em posicdo de observd-la, é preciso
comecar por distinguir bem esses dois tipos de transformacgdo das representagdes,
0 que é raramente ou jamais feito, seja porque se estima que a convers@o é
somente uma forma particular de tratamento, seja porque se acredita que ela
depende de uma compreensdo conceitual, isto é, de uma atividade “puramente

mental”, quer dizer, a-semidtica. (DUVAL, 2003, p. 30)

A partir dessas trés diferentes formas de se conceber a nocdo de equagdo, pode-se
relaciona-las com diferentes registros de representagdo semidtica’, dentro do processo de ensino

e aprendizagem da Matemdtica, a saber:
Registro na lingua natural: como aparece basicamente nos Babil6nios e Egipcios;
Registro geométrico: como aparece nos Gregos, por exemplo;

Registro algébrico: como comeca a aparecer nos Arabes e Hindus e perpetua-se nos

Europeus.

Assim, a reflexdo com a qual encerro o presente trabalho levanta a importancia de se
trabalhar de forma articulada as diferentes maneiras de se conceber a nog¢do de equacdo,
trabalho este que pode contribuir para a construcao de significados mais amplos para a nogdo de
equacdo, nas aulas de Matematica. Um estudo mais profundo e detalhado dos multisignificados
para a nocdo de equacdo no ensino de Matemadtica pode ser encontrado na tese de
doutoramento “Equagdo e seus multisignificados no ensino de Matemadtica: contribuigées de um
estudo epistemoldgico” defendida em maio de 2007, no Programa de Estudos Pés Graduados em

Educacdo Matematica da PUC/SP (Ribeiro, 2007).
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