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Resumo

O trabalho apresenta uma proposta de metodologia para o ensino de
Espaco Vetorial. Essa proposta é fundamentada na Teoria das Situa¢Ges Didaticas
de Brousseau e na Teoria dos Registros de RepresentacGes de Duval. As
sequéncias didaticas foram planejadas de forma a criar condicées para o aluno ter
uma atitude autbnoma durante todo o processo de construcdo do conceito de
Espago Vetorial. O objetivo fundamental deste trabalho é mostrar que as
interacées do aluno com situacdes didaticas apropriadas e um certo milieu sdo
essenciais para o aluno construir o conceito de forma significativa, sendo capaz de
um elevado nivel de abstracdo. O objetivo foi atingido, o que se pode comprovar
através dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Espaco Vetorial, teoria das situacdes didaticas, teoria dos
registros de representacodes.

Abstract
Proposal of a teaching methodology of vector spaces

The paper presents a proposal of methodology for the teaching of vector
space. This proposal is based on the Theory of Didactic Situations of Brousseau
and the Theory of Representations Records of Duval. The didactic sequences were
planned in order to create conditions for the student to have autonomous attitude
throughout the process of building the concept of Vector Space. The main goal of
this work is to show that the interactions of the student with the appropriate
didactic situations and a certain milieu are essential for the students to build the
concept in a meaningful way, being capable of a high level of abstraction. The goal
was achieved, which can be verified by the results obtained.

Keywords: vector spaces, theory of didactic situations, theory of
representations records.

Introducao

A Algebra Linear é uma disciplina do nlcleo bésico em matematica dos cursos
regulares de engenharia. Um curso tradicional de Algebra linear envolve no¢des de espaco

vetorial, autovalores e autovetores e diagonalizacao de operadores.
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Segundo Boldrini (1980), alunos que cursam pela primeira vez esta disciplina,
frequentemente julgam-na muito abstrata e, ndo veem como podem utilizar os conceitos
basicos. E, normalmente, muitos cursos terminam sem que se mostre aos alunos uma

aplicacdo concreta de tudo o que aprenderam.

Em funcdo desta questdo, no inicio da década de 90, docentes da area de Algebra
Linear e de demais dreas da Ciéncia reuniram-se nos Estados Unidos, fundaram um grupo
de estudos e criaram uma proposta de mudanca no curriculo tradicional de Algebra Linear
para cursos introdutérios. Esta proposta salienta que uma énfase exagerada na abstracdo
pode sobrecarregar os alunos iniciantes, os quais terminam o curso com pouco
conhecimento ou sem saber conceitos bdsicos que possam necessitar em cursos
posteriores ou em suas carreiras. Um curso de Algebra Linear pode proceder a partir do
concreto e em muitos casos, exemplos praticos para o desenvolvimento de conceitos
gerais, principios e teoria concomitante que simplifica e torna a Algebra Linear tdo
poderosa e util. (CARLSON et al, 1993)

Sabe-se que até aproximadamente 1960, a Algebra Linear era estudada apenas em
cursos de Pds-graduacdo como destaca o autor Uhlig (2003): Linear Algebra begins to take
hold in the undergraduate curriculum after the advent of computers. (...) In the 1960s and
1970s, introductory Linear Algebra courses appeared for undergraduates in the USA.
(UHLIG, 2003 apud FRATELLI, 2007).

Cowen (1997) também comenta que a Algebra Linear se tornou padrdo no curriculo
de matemadtica da faculdade nos Estados Unidos nos anos de 1950 e 60 e, que algumas

faculdades e universidades ainda estavam adicionando o curso no inicio de 1970.

Apesar de ter ocorrido uma mudanca no curriculo de Algebra Linear, no sentido de
conter mais aplica¢des, o que é notavel na maioria dos livros de Algebra Linear, ainda existe
um elevado grau de abstragdo de alguns conceitos, como por exemplo, em rela¢do ao

conceito de Espaco Vetorial, tema central deste trabalho.

Este artigo relata uma proposta de metodologia de ensino de Espaco Vetorial
aplicada a uma turma do primeiro semestre de engenharia civil. Essa proposta é
fundamentada na Teoria das Situa¢des Didaticas de Brousseau (2008) e na Teoria dos
Registros de Representacdes de Duval (1995) e, consiste em criar condi¢des para o aluno
aprender o conceito de Espaco Vetorial a partir de situacGes didaticas que exijam do aluno
uma atitude ativa diante das discussGes propostas pelo professor em cada situacdo
didatica. Sendo assim, as sequéncias didaticas foram desenvolvidas de tal maneira que o
aluno construa a partir de cada situacdo proposta o conceito de Espaco Vetorial,
procurando desmitificar algo que é considerado extremamente abstrato, em algo préoximo

da linguagem e do entendimento do aluno.
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Neste artigo, sdao sucintamente apresentados elementos da Teoria das Situagdes
Didaticas, da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, a no¢ao de Quadros e Jogos
de Quadros e, descritas as situa¢oes didaticas desenvolvidas com base nestas teorias. Tais

situagdes sdo resultados da pratica docente em sala de aula.

Fundamentacgdo Tedrica

Nesta pesquisa identificam-se caracteristicas compativeis com a Teoria das
SituacGes Diddticas propostas por Brousseau (2008) que estabelece a criagdo de um
modelo de interagdo entre o aprendiz, o saber e o milieu (ou meio) onde a aprendizagem

deve ocorrer.

Este modelo de interacdo tem como base quatro conceitos importantes: a situacdo

didatica, a situagdo adidatica, a devolugdo e o meio.

Segundo Brousseau (2008) a situacdo didatica é o conjunto de relagGes
estabelecidas explicitamente e/ou implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, um
certo milieu (contendo eventualmente instrumentos ou objetos) e um sistema educativo (o

professor) para que estes alunos adquiram um saber constituido ou em constituicao.

De acordo com Almouloud (2007) a situacdo adidatica, como parte essencial da
situacdo didatica, € uma situacdo na qual a intengdo de ensinar ndo é revelada ao aprendiz,
mas foi imaginada, planejada e construida pelo professor para proporcionar a este,
condicOes favordveis para a apropriacdo do novo saber que deseja ensinar. E devolugdo é
definida como o ato pelo qual o professor faz o aluno aceitar a responsabilidade de uma
situacdo de aprendizagem (adidatica) ou de um problema aceitando as consequéncias

desta transferéncia.

De acordo com Almouloud (2007), o trabalho pedagdgico inicia-se com a proposta
de um problema e desenvolve-se baseado em quatro tipos de interacdes com o meio,
caracterizadas por diferentes relagdes com o saber em jogo e denominadas por situacoes

de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo.

Em uma situacdao de acao o aluno age sobre a situagdo, interage com o meio,
elaborando as suas hipdteses, aprende por adaptacdo ao meio e a situagcdo proposta. Na
situacdo de formulagdo, o aluno formaliza as suas hipdteses utilizando-se de ferramentas
matematicas, resultado das interacbes com o meio explicitando uma solucdo para o
problema em uma linguagem mais apropriada. Na situacao de validagdo, o aluno apresenta
argumentos de forma a validar a solu¢do do seu problema a um interlocutor. Na situagdo
de institucionalizacdo, todos se apropriam deste saber como parte de seus esquemas

mentais.
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Durante os processos de ensino e de aprendizagem utilizou-se a no¢do de Quadro e
Jogo de Quadros proposta por Douady (1986 apud Almouloud, 2007, p.65). Quadro é
constituido de ferramentas de uma parte da matematica, da relacdo entre os objetos, de
formulagGes eventualmente diferentes, de imagens mentais associadas a essas ferramentas
e relagGes. Dois quadros podem ter os mesmos objetos e ser diferentes por causa das
imagens mentais e da problematica desenvolvida. (DOUADY, 1993, apud ALMOULOUD,
2007, p. 64)

O Jogo de Quadros sdo mudangas de quadros provocadas pelo professor a fim de
direcionar os alunos no processo de aprendizagem de forma a assimilar e entender os

conceitos abordados.

Visando a construcdo significativa do objeto matematico Espaco Vetorial utilizou-se
a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de autoria do filésofo e psicdlogo
francés Raymond Duval, a fim de explorar os diferentes componentes conceituais do

referido objeto em mais de um registro.

Duval (1995) destaca a existéncia de dois aspectos caracteristicos da atividade
cognitiva prépria dos procedimentos matematicos. Um deles é o fato de os objetos
matematicos ndo serem acessiveis por meio da percepgdo ou de instrumentos, como o sdo
os de outras ciéncias. SO podemos ter acesso a eles usando sinais, palavras ou simbolos,
expressdes ou desenhos. O outro aspecto é o uso de varios registros semidticos de
representacdo. Segundo ele, existem pelo menos quatro tipos diferentes de registros de
representacdo: o registro da linguagem natural, o registro geométrico, o registro dos

sistemas de escritas e cdlculo e o registro grafico.

Quando as transformagdes ocorrem com a utilizacdo de um Unico tipo de registro,
diz-se que as transformacOes realizadas constituem um tratamento. Quando ha transito
entre um tipo de registro e outro, a transformacdo realizada é chamada de conversdo. E,
acredita-se que para a construgdo do conhecimento matemadtico faz-se necessdrio a
representacdo do objeto matemadtico, o tratamento do mesmo e, o fazer conversées de um

dado registro para outro.

O Objeto Matematico: Espaco Vetorial

O conceito de espaco vetorial n-dimensional tinha recebido tratamento detalhado
em Ausdehnungslehre, de Hermann Grassmann, publicado na Alemanha em 1844,
Grassmann (1809-1877), um professor de ensino médio, também foi levado a seus
resultados estudando a interpretacdo geométrica de quantidades negativas e a adicdo e
multiplicacdo de segmentos orientados em duas e trés dimensdes. Enfatizou o conceito de

dimensdo e salientou o desenvolvimento de uma ciéncia abstrata de “espacos” e
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“subespacos” que incluiria a geometria em duas e trés dimensdes como casos particulares.
(BOYER, 2012, p.377)

Um espaco vetorial real é um conjunto V, ndo vazio, com duas operagdes: soma e
multiplicagdo por escalar, tais que para quaisquer u,v,weV e a,b € R, as propriedades
de i) a viii) sejam satisfeitas:

i) u+v=v+u

i) U+Vv)+w=u+(V+Ww)

iii) Existe O € V talque U+0=uU (0 é chamado de vetor nulo)
iv) Existe —U e V talque u+(-u)=0

V) (a*b)*u=ax*(b=*u)

Vi) (a+b)*u=axu+b=u

vii) a*(U+v)=a*xu+ax*v

vii)  1xu=u
Metodologia Proposta

O conceito de espaco vetorial é extremamente abstrato e, percebe-se que os
alunos tém muita dificuldade em sua compreensado. Na maioria das vezes resolvem as listas
de exercicios propostas pelo professor de forma mecanica, sem compreender o significado.
E esta postura reflete nos resultados das avaliagcdes. Visando mudar esta situacdo este
artigo apresenta uma proposta de ensino do conceito de Espaco Vetorial de forma
contextualizada, a partir da apresentacdo de um sistema de controle de um 6nibus espacial.
Esta proposta fundamenta-se na Teoria das SituacGes Didaticas de Brousseau (2008) e na
Teoria dos Registros de Representacées de Duval (1995). A luz dessas teorias foi
estruturada uma sequéncia didatica apropriada de forma a conduzir o aluno durante os
processos de ensino e de aprendizagem, de modo que 0 mesmo consiga expressar por meio
de diferentes registros o conceito de Espaco Vetorial e as suas propriedades. Além disso,
estas sequéncias didaticas tém como objetivo criar oportunidades para que o aluno
abstraia e, se torne apto a desenvolver conjuntos nos mais diferentes contextos que
representem ou nao um espaco vetorial a partir da elaboracdo de generalizagdes e

justificativas.

Neste trabalho essa sequéncia didatica é caracterizada por trés Situa¢Oes Didaticas

(SD), conforme Figura 1.
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Sistema de Controle de um 6nibus espacial

Aceleracéo do

Taxa do
comando de comando de
inclinagéo inclinagéo Dinamica
Controlador Do médulo ) .
Sinal de Sinal de

ngmando+ 4*' * Inclinagé&o entrada <aida
inclinagao (E ;) T k1 T k2 G1(5 —] GZ(S

’\ +
_ _ “| Erroda Medidor de k, —~
Taxa de Erro da Aceleragéo =) - T !

inclinagéo taxa de _/-\Ctlé_leragao de
inclinagéo Inclinagao

52 l<—
Taxa de giro 1 SD-|
S S —|

y=f(t)

Unidade de medida inercial

SD-I Conjunto de sinais de entrada e/ou saida U t

conjunto de fungdes (3)
SD-II
3 é fechado para as operagdes de soma e multiplicagéo por escalar

SD-Iil

Mudanga de quadros: Quadro de Fungées para Quadro da Geometria Analitica

Fung&o f(t)

Vetores — Conjunto de vetores (V) =) espacgo vetorial

Figura 1: Sequéncia diddtica

(Fonte: adapta¢do dos autores)

1. Situagdo Didatica |

E caracterizada por uma Situacdo Adidatica e, tem como objetivo a compreensio
por parte dos alunos dos registros de sinais de entrada e saida do sistema de controle de
um Onibus espacial e, a associacdo destes registros as funcbes matematicas. A sequéncia

didatica (SEQ) desta Situacdo é representada pela Figura 2.
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Situag&o Didatica “ Situagao Adidatica

SEQ 1: Sistema de controle de um 6nibus espacial - Contextualizacao

C

SEQ 02: Milieu, M-3: Que ideia vocé tem de como sdo 0s sinais neste sistema
de controle? Além da representacéo da Figura 3 (b), € possivel imaginar outra

representacao para estes sinais de entrada e saida?

C

SEQ 03: Dialéticas: A¢do — Formulacdo — Validagéo - Institucionalizagcéo

C

Resultado das dialéticas ou interacdes fundamentais com o milieu:
C Mudanca de Registro

Registro simbdlico —> Registro Grafico —> Registro de Férmulas

Figura 2: Situagdo Didatica

(Fonte: Autores deste texto)

Descricdo das Sequéncias Didaticas (SEQ) conforme a Figura 2: SEQ 01: Sistema de

Controle de um 6nibus espacial - Contextualiza¢ao:

O professor apresentou aos alunos a imagem de um Onibus espacial, o US
Columbia, (Figuras 3 e 4) e, relatou que o US Columbia partiu de sua plataforma de
lancamento numa manha fresca num domingo de abril de 1981, em Palm. Produto de dez
anos de intensa pesquisa e desenvolvimento, o primeiro 6nibus espacial dos EUA foi uma
vitdria da engenharia de controle de sistemas, envolvendo muitas areas da engenharia —
aerondutica, quimica, elétrica, hidrdulica e mecanica. Os sistemas de controle do 6nibus
espacial sdo absolutamente criticos para o voo. Como o 6nibus espacial € uma aeronave
instdvel, ele requer um constante monitoramento por computador durante o voo
atmosférico. O sistema de controle de voo envia uma sequéncia de comandos para as

superficies de controle aerodindmico e 44 jatos de propulsdo. (LAY, 1999)
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Figura 3: Onibus Espacial Columbia na torre de lancamento
(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%94nibus_espacial)

Taxa do Aceleracgédo do
comando de comando de
inclinacéo inclinacéo o
Dinamica
Comando de + + Controlador Do médulo
inclinacdo + + Inclinagdo
k, k, Gy(s) G,(s)
T T A \
_ - - Medidor de
_Tax_a de Erro da Erro da ) Aceleracdo
inclinacéo taxa de Aceleragéo de
inclinagéo inclinagéo )
S
Taxa de giro
S
Unidade de medida inercial
I

Figura 4: Sistema de Controle
(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%94nibus_espacial)

O professor explicou que a Figura 4 mostra um sistema fechado de feedback tipico

que controla a inclinagdo do 6nibus espacial durante o voo. E que o simbolo de jungdo (®)

mostra os locais onde os sinais dos diversos sensores sdo somados aos sinais do

computador. Os sinais de mais ou menos determinam se o sinal deve ser adicionado ou

subtraido. As setas indicam o sentido de fluxo do sinal. Gi(s) e Ga(s) sdo funcbes de

transferéncia que atuam sobre o sinal de entrada produzindo o sinal de saida.
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SEQ 02: Apds a contextualizacdo, o professor propdés a Questdo 01 aos alunos,
associada ao esquema da Figura 3 estabelecendo, dessa forma, o milieu, a partir do qual
ocorreram as interagdes entre professor-aluno diante das situa¢des e dialéticas, conforme
Quadro 1.

Questdo 01: Que ideia vocé tem de como sdo os sinais neste sistema de controle?

Além da representacdo da Figura 4, é possivel imaginar outra representacdo para estes

sinais de entrada e saida?

Quadro 1: Estruturagdo do Milieu

Dialéticas Mitieu (M) Aluno (P) Professor (P) Situacdo (S)
MO: S0: didatica
o o : EO: aluno PO: professor Sistematizacdo do
Institucionalizacao Milieu de : RO P % 5
: A Aprendizagem Institucionalizacae tratamento, conversao
Aprendizagem 3
€ mudanca de registro
E-1
rendiz
5o w7 M-1 pr ) S-1
Validacdo s 5 5 Conversdo: registro P-1 Observador ,
b2 Milieu de Referéncia 5 i Mudanca de registros
grafico — registro de =
formulas
E-2 Levantamento de
hipotese/analogia S22
Registro simbdlico , Situacdo de exposicido
< M-2 P-2 Mediadore Gt 2
Fomulacdo 5 e Tratamento de ideias, tratamento
: Milieu O bjetivo o X Observador 4
—conversdo: registro da representacao,
simbglico — registro conversdo
grafico
M3 E-3 i N
. . i Adequacaoc do milieu S-3
. Milieu M aterial Analisar os saberes s S "
Acao ; : s e utilizacao desse Situacao de reflexao,
- Esquema da Figura 3, relacionados a ¥ 2 SRR
s % milieu pelos alunos raciecinio
Questao 01 Questao 01
(Fonte: Elaborado pelos prdprios autores)
SEQ 03: Descricdio das Dialéticas: A¢dao - Formulagao - Validagio -

Institucionalizagao conforme Quadro 1.

Para a determinagdo da situacdo objetiva (S-3) tem-se o meio material (M-3),
organizado pelo professor como um meio a fim de provocar uma situacdo adidatica
motivadora, a partir de uma questdo que induzird o aluno a usar o seu conhecimento
prévio sobre a ideia que ele tem do que seja um sinal. A partir da situagdo (S-3) ocorrerdo
situagBes de desestabilizagdo/reconstrucdo de acordo com as sequéncias didaticas e as

interagBes em grupo, necessarias para a aquisi¢do do novo conhecimento.

Agdo: Situagdo autonoma de cada um dos alunos, posicionados como sujeitos E-2,

inseridos no milieu M-2, o qual é constituido dos objetos da situa¢do objetiva S-3, com os
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guais E-3 estabelece uma relagdo. Nesta etapa, E-2 age, tentando responder a Questdo 01
por intermédio do conhecimento prévio e da troca de informagdes com os colegas.

Algumas das respostas sdo descritas a seguir:
Aluno 1: Um sinal pode representar um alerta.
Aluno 2: Falar em sinal me lembra sinal digital
Aluno 3: Um sinal tem a ver com um sinal do osciloscépio.
Aluno 4: Um sinal pode mudar no decorrer do tempo.

A discussao provocada pela Questdo 01 resultou no tratamento da Figura 4, ou seja,
a transformacdo das informacgdes representadas pela Figura 4 (registro simbdlico) para a

linguagem natural a partir do conhecimento prévio dos alunos sobre um sinal.

A partir da resposta dos alunos iniciou-se uma discussdo e a conversao do registro
simbdlico (Figura 4), em um registro grafico, ou seja, a associacdo a um desenho, ou mais

precisamente a um sinal grafico.

Sendo assim, o professor pediu aos alunos para fazerem os seus registros por meio
do esbocgo de um sinal qualquer procurando dar uma resposta a Questao 01. As Figuras 5 e

6 apresentam alguns registros de alunos.

A Figura 5 mostra a interpretacdo de cada aluno do sistema de controle
apresentado na Figura 4, o Aluno A, interpretou na forma de sinais que sdo enviados ao
computador, onde as informacbes sdo tratadas e transmitidas a nave. O Aluno B
interpretou o sistema de controle como um painel de comandos que sdo acionados
gerando entrada e saida de dados. Os Alunos A e B associaram aos sinais, um registro na

forma de graficos de fungdes dependentes do tempo, t.

A associacdo dos alunos a este tipo de registro é de fundamental importancia para

a articulacdo deste a outros registros.

Formulagdo: Nesta situacdo ocorreu a troca de informacgGes entre os alunos. Os
alunos posicionados como sujeito E-1, em uma situacdo de aprendizagem, formularam e
descreveram as suas funges f (t)utilizando férmulas matematicas. O milieu M-1 é
definido pela questdo: Estes esbocos de sinais podem ser representados por férmulas

matematicas?

Validagao: Nesta etapa, os alunos posicionados como sujeitos EQ, argumentaram,
de forma a justificar o que assimilaram na situacdo S-1, ou seja, um sinal grafico pode ser
representado por uma fungdo matematica, que varia em fungdo do tempo t, uma vez que

os sinais do sistema de controle variam no decorrer do tempo.
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Institucionalizacdo: Nesta etapa o professor de acordo com as conclusdes dos

alunos simplificou o sistema de controle da Figura 4 introduzindo a Figura 6.

Figura 5: Respostas: Aluno A e Aluno B

(Fonte: produgdo dos alunos)
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Sinal de _ Sinal de
entrada Sistema saida

Figura 6: Esquema simplificado de um sistema de controle

(Fonte: Elaborado pelos proprios autores)

A partir das discussdes sobre os sinais de entrada e saida do sistema de controle,
Figura 4, observou-se que os alunos concluiram que a leitura do sistema de controle sob o
ponto de vista da matematica é realizada associando fungdes matematicas aos sinais de

entrada e saida, como por exemplo, a fungdo definida por f (t) = sen(t), Figura 7:

Figura 7: Exemplo de um sinal de entrada ou sinal de saida

(Fonte: Elaborado pelos proprios autores)

E, além disso, associaram que o conjunto de sinais de entrada e saida podem ser
comparados a um conjunto de fungdes f definidas por f (t), que pode ser representado

pelo simbolo 3.

2. Situagdo Didatica ll

O objetivo desta situagdo é criar condi¢Ges para o aluno compreenda e verifique
que o conjunto de fungbes (J3) é fechado para a soma e para a multiplicagdo por escalar, ou
seja, que verificam as propriedades de soma e multiplicacdo por escalar e, que o resultado
destas operagdes é sempre um elemento do mesmo conjunto. Esta situagdo é caracterizada
pelo Quadro de Funcgdes. E o milieu é estabelecido pela Questdo 02. Sabendo que um sinal
pode ser representado por um sinal grafico, o qual é uma representacdo de uma funcdo
definida por, pede-se ao aluno que verifique quaisquer fungdes f, g e h do conjunto (3J)

satisfazem as seguintes propriedades:
f,g,heJe a,beR,tais que:
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i) f+g=g+f

i) (f+g)+h="Ff+(g+h)

iii) Existe a funcdo nula, tal que f +0 = f (0 é chamado de fungdo nula)
iv) Existe — f talque f +(—f)=0

V) (axb)=f =a=x(b=f)

Vi) (a+b)yxf =axf+b=f

vii) ax(f+g)=axf+a=g

vii)  1xf =f

As interacgdes entre professor-aluno diante das situacbes e dialéticas estdo descritas

no Quadro 2.
Quadro 2: Estruturagdio do Milieu - Questdo 2
Dialéticas Milieu (M) Aluno (P) Professor (P) Situagdo (S)
MO: EO: aluno PO: professor SO: didatica
Milieu de Aprendizagem | Institucionalizag | Sistematizac3o,
Institucionalizagdo | Aprendizagem ao generalizagdo
realizada pelo
professor
M-1 E-1 P-10bservador S-1
Milieu de Aprendiz Conhecimentoe
Validagdo Referéncia veriﬁ_ca;éo das
propriedades da
adicdo e
multiplicacao
M-2 E-2: P-2 Mediadore S-2
Formiulacio Milieu Levantamento Observador Situagdo de
Objetivo de hipotese exposi¢ao do
saber
M-3 E-3 Adequagdo do $-3
Milieu Analisar o0s milieu e Situagao de
Material saberes utilizagdo desse reflexdo,
Quadro de relacionados a milieu pelos conhecimento
Ac¢do & = e
Fungdes, Questao 02 alunos algébrico: soma
Questdo 02 de fungdes e
multiplicagdo por
escalar

(Fonte: Elaborado pelos prdprios autores)

A maioria dos alunos expressou as propriedades por intermédio de registros

graficos das fun¢Ges anteriormente definidas na Situagdo didatica I, conforme Figura 8.
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Figura 8: Questdo 02 — Resposta do Aluno A (propriedade i)

(Fonte: produgdo de um aluno nesta pesquisa)
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Figura 9: Questdo 02 — Resposta do Aluno B (propriedade i)

(Fonte: produgdo de um aluno nesta pesquisa)

O aluno tem a oportunidade de expressar o seu raciocinio, a sua percepgao e,
interpretagdo do problema. Pois, de uma forma geral no caso do ensino de Espaco Vetorial a

representagdo simbdlica é imposta sem dar espago para outras representagoes.
3. Situagao Didatica lll

O objetivo desta situagdo é conduzir o aluno a mudanca de quadro, do Quadro de
Fungdes para o Quadro da Geometria Analitica, ou seja, compreender que no quadro da
Geometria Analitica um conjunto de vetores tem o mesmo comportamento que um
conjunto de fun¢bes em relagdo as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar. E,
dessa forma formalizar o conceito de Espaco Vetorial. Nesta situacdo o milieu é
caracterizado pela Questdo 03: Podemos dizer que um conjunto de vetores V também
satisfaz as propriedades i), ii), iii), iv), v), vi), vii) e viii) enunciadas na Situacdo Didatica Il,
verificadas para o conjunto de fungdes (J)? Verifique a partir de esbogo gréafico ou de

notacdo algébrica.

Nesta situacdo, a maioria dos alunos verificou as propriedades a partir do esboco
de vetores quaisquer (Figura 11) e, outros utilizaram a notacdo algébrica (Figura 10)

informacdes verificadas pelo professor durante a Validagao.
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Figura 10: Questdo 03 — Resposta do Aluno A (propriedade i e ii)

(Fonte: produgdo de aluno)
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Figura 11: Questdo 03 — Resposta do Aluno B (propriedade i e ii)

(Fonte: produgdo de aluno)

Os tipos de respostas dos alunos, Figuras 9 e 10 sao de fundamental importancia
para o professor na fase de institucionalizagdo, pois a valorizagdo dos diferentes tipos de
registros e, a discussdo da possibilidade de outros tipos de registros é essencial para o

processo de ensino e aprendizagem.

Sendo assim, na fase de institucionalizagdo, a partir dos registros dos alunos o
professor verificou as propriedades juntamente com os alunos usando a notagdo algébrica

a partir do esbogo de vetores para cada propriedade.
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Quadro 3: Estrutura do Milieu - Questdo 3

Dialéticas Milieu (M) Aluno (P) Professor (P) Situacdo (S)
MO: EO0: aluno PO: professor 50: didatica
Milieu de Aprendizagem Institucionalizagd | Sistematizacdo,
Institucionalizagdo | Aprendizagem o generalizagdo
realizada pelo
professor
M-1 E-1 P-1Observador 5-1
Milieu de Aprendiz Conhecimenio e
Referéncia verificagdo das
validacdo prqpﬂriedades da
adicdo e
multiplicacdo por
escalar de
vetores
-2 E-2: P-2 Mediador e [5-2
- Milieu Levantamento | Ohservador Situacdo de
Formulacdo L . .
Ohjetivo de hipdtese exposicdo do
saber
-3 E-3 Adequacdo do | 5-3
Miliew Analisar os milieu e utilizacdo | Situacdo de
Material saberes desse milieu | reflexdo,
Acdo Quadro de relacionados & | pelos alunos conhecimento
Funcdes, Questdo 03 sobre vetores,
Questdo 03 soma de vetores
e multiplicagdo
por escalar

(Fonte: Elaborado pelos proprios autores)

R.B.E.C. T, vol 8, nim. 4, set-dez.2015

Em fungdo dos resultados das Situagdes Didaticas I, Il e lll, os alunos chegaram a
conclusdo que um espago vetorial é um conjunto de elementos que, apesar de terem
natureza diferente, se comportam como vetores, ou seja, podem ser somados ou
multiplicados por escalares e, sempre resultam em elementos do mesmo conjunto. Esses
elementos satisfazem as propriedades de soma e multiplicagdo por escalar enunciadas na
se¢do 2.2. E, dessa forma ficou claro que o conjunto dos sinais de entrada do sistema de
feedback do 6nibus espacial é um exemplo de Espago Vetorial, pois o conjunto de sinais de
entrada e/ou saida podem ser associados a um conjunto de fungdes matematicas que é

fechado em relagdo as propriedades de soma e multiplicagdo por escalar.
4. Situagao Didatica IV

Esta situacdo é composta por uma situacdo adidatica e as dialéticas de Acdo,

Formulacgdo, Validagdo e Institucionalizagdo.

A evolugdo desta situagdo é descrita sob o ponto de vista da estrutura do milieu.
Primeiramente o professor em uma situacdo de construgdo P+2 reflete como avaliar se os
alunos realmente entenderam a defini¢cdao de Espago Vetorial. Em seguida, posicionando-se

como P+1, no nivel de projeto propde uma atividade a turma de alunos, que constitui o
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meio material M-3, o qual deve ser executado pelo aluno E-3, que se encontra em uma

situacdo S-3 de superar o desafio e resolver a atividade proposta.

Atividade: Sabendo que um espaco vetorial é um conjunto de elementos que se
comportam como vetores em relagdo as operagdes de adicdo e multiplicagdo. E, partindo
do fato de que o sistema de controle do 6nibus espacial € um Espacgo Vetorial, criem o seu
Espaco Vetorial inserido em um contexto que mais se identifique com vocé, pode ser um
contexto puramente matemadatico ou relativo a alguma aplicacdo, verificando as

propriedades da adi¢cdo e da multiplicagdo por escalar.

Agdo: Situacdo autdonoma de cada um dos alunos, posicionados como sujeitos E-2,
inseridos no milieu M-2, o qual é constituido dos objetos da situa¢do objetiva S-3, com os
quais E-3 estabelece uma relacdo. Nesta etapa, E-2 age, pesquisa, evolui por iniciativa

propria sob a supervisdao do professor, que exerce o papel de mediador.

Formulagdo: Nesta situacdo ocorre a troca de informacGes entre os alunos. Os
alunos posicionados como sujeito E-1, em uma situacdo de aprendizagem, formulam e
descrevem o seu Espaco Vetorial utilizando as ferramentas matematicas necessarias. O
milieu M-1 é definido pela questdo: O seu exemplo é um Espaco Vetorial? Verifica as

propriedades da adi¢cdo e multiplicacdo por escalar?

Validagao: Nesta etapa, os alunos posicionam como sujeitos EO argumentam, de
forma a justificar o que desenvolveram na situagdo S-1. Nesta etapa ha a intervencdo do

professor PO para concluir e fazer a Institucionalizacdo.

Institucionalizagdo: Nesta etapa o professor apresenta a turma os varios exemplos
de espaco vetorial desenvolvidos por cada um dos alunos dando a liberdade de discussao,

guestionamento e, esclarecimento de duvidas.

Resultados

Os resultados obtidos foram satisfatérios, pois houve a participacdo dos alunos a
partir da representacdo de seus registros, do tratamento e da conversao dos mesmos no
decorrer das situacGes didaticas propostas pelo professor. E, sdo as representagoes,
segundo a teoria de Duval, que quando convertidas umas nas outras conduzem ao
aprendizado do objeto estudado E, quanto mais diversificada é a representacdo de um
objeto, maior é a compreensdo que se tem a seu respeito, e a apropriacdo do seu
significado se da a partir de conversGes estabelecidas entre as diversas maneiras de

representa-lo.
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As discussdoes mediadas pelo professor foram de extrema importancia no processo
de aprendizagem, o que incentivou o aluno a assumir o papel de protagonista em cada

situacdo didatica.

A Figura 11 apresenta o relato de um aluno sobre a metodologia proposta e, a
impressdao que ele tinha da matemadtica. Este relato refor¢a ainda mais a ideia de que é
preciso criar condi¢cdes para que o aluno exponha as suas opinides com liberdade e, assim
possa evoluir em seu processo de aprendizagem percebendo a verdadeira beleza da

linguagem matematica.

Figura 12 Depoimento de um dos alunos

(Fonte: produg¢do de um aluno)

Resultados relativos a situacao 4

A atividade proposta aos alunos na situagdo 4 foi desenvolvida em sala de aula e,
entregue a professora na forma de um trabalho digitalizado.

A primeira parte dessa situagdo é composta de dois exemplos de espacgo vetorial
desenvolvidos pelos alunos e, algumas discussdes relacionadas as dificuldades, erros e acertos dos

alunos.
Exemplo 1: Espaco Vetorial dos vetores relativos as diagonais dos poligonos

O aluno definiu o conjunto K = {0, D(n)}tal que D(n)tem dire¢cdes a nordeste ou a
sudoeste, com a soma usual e a multiplicacio por escalar definida por a* D(n) =a” *D(n),
onde D(n)é o vetor relativo a diagonal do poligono N, usualmente com dire¢do nordeste e

podendo assumir dire¢do a sudoeste e; & um escalar qualquer, a € °R.
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Em seguida verificou se K é um espaco vetorial com as propriedades de soma e

multiplicacdo por escalar anteriormente definidas.

Sendo U,V vetores pertencentes ao espaco K e a,bescalares pertencentes ao

conjunto dos ndmeros reais (R)
i)u+v=v+u
Seja D(n), D(nl) e K entdo: D(n) + D(nl) = D(nl) + D(n)
i) (U+V)+W=U+(V+W)
Seja D(n), D(nl) e D(n2) e K entso:
(D(n) + D(N)) + D(n2) = D(n) + D(nl) + D(n2) = D(n) + (D(nl) + D(n2))

i) u+en=u

O aluno definiu €N (Elemento Neutro) desse espago, denominado D(t), como o vetor

t(t-3)

relativo as diagonais do tridngulo. Pela féormula D(t) = tal que D(t)é o nuimero de

diagonais e t o nimero de lados do poligono, dessa forma tem-se que para um triangulo:
D(t) =0, D(t) € K, pois O € K, portanto: D(n) + D(t) = D(n), o que caracteriza a presenca
do elemento neutro (€N ) nesse espaco.

iv) u+(—u)=en

A direcdo usual do vetor relativo a diagonal, especificado acima é para nordeste ou
sudoeste, portanto o aluno caracterizou como elemento inverso desse espago o vetor
denotado por — D(n),—D(n) € K, o qual é um vetor de diregdo oposta a D(n), ou seja,
diregdo nordeste ou sudoeste, dependendo da direcdo de D(n). Logo:
D(n) + (-D(n)) = D(t). Portanto, o aluno mostrou o conjunto K satisfaz as

propriedades de soma, para a soma usual definida.

Em seguida verificou as propriedades de multiplicagdo por escalar, a partir

da multiplicagio por escalar definida, ou seja, a* D(n) =a’ *D(n).
v) (a*b)*u=ax*(b*u), a,beR
Seja a,b e R, D(n) € K, entdo:

(a*b)*D(n) = (a*b)**D(n) =a” *b* * D(n) = a” * (b * D(n)) = a* (b * D(n))

vi) (@+b)*u=a*u+b=*u
Seja a,b e R, D(n) € K, entdo:
(a+b)*D(n)=a”*D(n)+b**D(n) =a*D(n)+b*D(n)

vi) a*(U+Vv)=a*u+a=*v.Sejaa,beR, D(n), D(nl) € K, entdo:
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a*(D(n)+D(n1)) =a’® *D(n) +a’® * D(nl) = a* D(n) + a* D(nl)

viii) 1*U =U. Seja D(n) € K, entdo: 1% D(n) =1° * D(n) =1 D(n)

O professor questionou a propriedade vi) ao aluno: sera que realmente a
propriedade vi é satisfeita? (a+b)*D(n)=a’*D(n)+b?*D(n)? Analise
novamente esta propriedade. Dessa forma, o aluno verificou novamente e, chegou

a conclusdo que a propriedade vi) ndo era satisfeita, pois:
(a+b)*D(n) =(a+b)**D(n) # a® *D(n) +b**D(n) =a*D(n)+b=*D(n),
pois
(a+b)*xD(n)=(a+b)>*D(n)=(a’ +2*a*b+b*)*D(n)
=a’*D(n)+2*a*b=D(n)+b**D(n)
Neste caso, concluiu que o conjunto K n3o é um espaco vetorial, pois ndo

satisfaz a propriedade vi) da multiplicagdo por escalar, de acordo com a

multiplicacdo por escalar definida.

Mas, o aluno definiu novamente a operagdo de multiplicacdo do conjunto
K como a multiplicacdo usual e verificou novamente as propriedades v), vi), vii) e

viii).
v) (@*b)*u=a=x(b*u), a,beR.Seja a,beNR, D(n) € K, entdo:
(a*b)*D(n) =ax*(b*D(n))
vi) (@+b)*u=a*u+b=u.Seja a,b e R, D(n) € K, entdo:
(a+b)*D(n)=a=D(n)+b=*D(n)
vi) a*(U+v)=a*u+a=*v.Sejaa,beR, D(n),D(nl) € K, entdo:
a=(D(n)+ D(nl))=ax*D(n)+a=*D(nl)
viii) 1*#U =U. Seja D(n) € K, entdo: 1+ D(n) = D(n)

Neste caso, como todas as propriedades de soma e multiplicagdo por

escalar foram verificadas, concluindo que o conjunto K é um espaco vetorial.

Exemplo 2: Espaco da composi¢cao dos concretos

O aluno definiu o conjunto T : composi¢do dos concretos formados por vetores da forma
(c,ag,am,a), onde cada coordenada deste vetor informa a propor¢do de cada elemento

C,ag,am,a necessaria para resultar no concreto desejado, sendo ¢ = cimento,

, ., , C am
ag = agregadograudo, am = agregadomiudo, a = 4gua, de tal forma que —=— .0
ag a
conjunto T é definido com a operag3o de soma e multiplicagdo por escalar usual.
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Em seguida, o aluno verificou se T é um espago: Sendo U,V vetores pertencentes

ao espago | e, a,bescalares pertencentes ao conjunto dos nimeros reais ().

i) U+Vv=VvV+U. Seja: u=concretoautoadensavel=(c,ag,am,a)eT e,

v = concretoconvencioral = (c',ag',am’,a') eT.

u+v=(c,ag,ama)+(c',ag',am’,a')=(c+c',ag+ag',am+am',a+a)

= (c'+c,ag'+ag,am+am,a'+a) = (c',ag',am',a') + (c,ag,am,a) = v +u
i) (U+Vv)+w=u+(V+W).Seja:
u = concretoautoadensavel= (c,ag,am,a) e T,

v = concretoconvencioral = (c',ag',am',a') €T e,

w = concretoleveestrutural=(c',ag'",am",a'") eT
(u+v)+w=|[(c,ag,am,a) + (c',ag',am’,a")]+(c'",ag",am",a"") =
=(c+c',ag+ag,am+am',a+a')+(c'",ag",am",a"")
=(c+c+c",ag +ag'+ag'’,am+am'+am',a+a'+a'")
=(c+(c+c"),ag + (ag'+ag''),am+ (am'+am'),a+ (a'+a'"))
=(c,ag,am,a) + ((c'+c""),(ag'+ag""),(am'+am'),(a'+a""))
=(c,ag,am,a)+ ((c',ag',am',a')+(c"",ag",am",a")) =u+ (V+w)
iii) u+en=u, onde en=elementoneutro

O aluno definiu o elemento neutro do conjunto T como o vetor (c,ag,am,a),

concreto com as mesmas caracteristicas de um concreto qualquer, U, assim:
u=(c,ag,ama)eT een=(c,ag,am,a) T, entdo:

u+en=(c+c,ag+ag,am+am,a+a) = (2c,2ag,2am,2a) = (c,ag,am,a),
obtendo um concreto com as mesmas caracteristicas do concreto U , dpenas com

volumetria diferente.

iv) u+(—u)=en

1
O aluno definiu o elemento oposto —U a fragdao qualquer (Ej retirada dos

componentes do concreto U, de modo que U permanega com as mesmas caracteristicas,
obtendo o elemento neutro definido na propriedade iii)

Assim: U +(——ju =U com as mesmas propriedades do concreto U, que é o
elemento neutro.

O professor questionou a propriedade iii) pois, percebeu que pela descrigdo de

elemento neutro feita pelo aluno, o mesmo ainda parece ndo ter entendido o que é
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elemento neutro: O elemento neutro (€N ), ndo vai ser sempre o mesmo? Vai depender

das caracteristicas de U ? Qual a definicdo de elemento neutro?

Entdo o professor explicou que o elemento neutro é sempre o mesmo, ou seja, ele
n3o pode alterar dependendo das caracteristicas de U, concreto qualquer do conjunto T ,
pois no item iii), o aluno definiu o elemento neutro como sendo um vetor concreto com as
mesmas caracteristicas de um concreto qualquer (U ). E, dessa forma, uma vez alterado o

elemento neutro, é preciso repensar o elemento oposto.

: - c ag am a
O aluno refletiu e definiu o elemento neutro como en=| —,—,—,— |, e
2 2 2 2
validou a sua formulagao da seguinte forma:
iii) U+en=u, onde en=elementoneutro
c ag am a c ag am a
u+en=(c,ag,ama)+|—-,—,—,— |=|C+—,a0+—,am+—,a+— |=
2 2 2 2 2 2 2 2
_(3c 3ag 3am 3a _u
2'°2 7272
3 3
EC Eam
Pois, ==
3ag 3a
2 2
O aluno validou a sua formulacdo ao mostrar que ao adicionarmos o elemento
c ag am a ] )
neutro | —,—,——,— | a qualquer concreto u do conjunto T resultard no mesmo
2 2 2 2
concreto u, pois o que caracteriza os tipos de concretos diferentes é a propor¢do dos
. . C am
elementos que o constituem, ou seja, — =—.
ag a

Dessa forma, houve a necessidade de se definir novamente o elemento oposto (— U ):
iv) u+(-u)=en

0 aluno definiu como elemento inverso do conjunto T o vetor:

C ag am a <
-u=|-—,——,——,—— | €T, temos entdo que:
2 2 2 2
u+(-u) =(c,ag,ama) + _E’_ﬂ,_ﬂ’_é = C—E,ag—ﬂ,am—@,a—E =
2.2 2 2 2 2 2 2
_[cag amaj_
2'2°2 2

Em seguida o aluno verificou as propriedades de multiplica¢do por escalar:
v) (a*xb)*u=a=(b*u), a,beR
Seja a,b € R (quantidades de aditivos para concreto) e u = (¢c,ag,am,a) T
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Entdo: (a*b)*u=(a=*b)=*(c,ag,ama)= =(a*b=*c,a*xbxag,a*xb+xam,a*b=*a)

=ax(b=*c,b=xag,bxam,b=*a)
=ax[b=*(c,ag,am,a)]=a=*(b*u)
vi) (a+b)*u=a*xu+b=u
Seja a,b € R (quantidades de aditivos para concreto) e u = (¢c,ag,am,a) e T
Entdo: (a+b)*u=(a+Db)=(c,ag,am,a) =
=(a*c+b=*c,axag+b=*ag,a*am+b+am,axa+b=*a)
=a=(c,ag,am,a)+ b= (c,ag,am,a)
=a*u+b=*u
vij ax(U+Vv)=a*xu+ax*v
Seja u = concretoautoadensavel= (c,ag,am,a) e T
v = concretoconvencioral = (c',ag',am’,a') eT

a € R (quantidades de aditivos para concreto)
Entdo: a*(u+vVv) =ax=[(c,ag,am,a) + (c',ag',am',a')] =
=ax*(c+c',ag+ag',am+am',a+a')
=(a*c+axc',a*ag+a*ag',a*xam+a*am,a*a+a=*a')
=(a*c,a*ag,a*am,a*a)+(a*c',a*ag,axam',a*a')
=a=(c,ag,am,a)+a=(c',ag',am',a’)
=a*u+ax*xv
viii) 1*u=u

Seja u = concretoautoadensavel= (c,ag,am,a) e T e 1 = nimero de vezes que

o concreto é misturado. Entdo:
1xu=1=(c,ag,am,a) =(1*cl*agl*aml=*a)=(c,ag,am,a)=u

De fato, o numero de vezes que o concreto é misturado ndo ira alterar a

composicao do concreto em questao.

Dessa forma, o conjunto T satisfaz as propriedades de um espaco vetorial, logo T

€ um espaco vetorial.
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Conclusao

A partir dos resultados obtidos pode-se dizer que os objetivos foram atingidos, ou
seja, os alunos compreenderam o conceito de espaco vetorial, o que permitiu que os
mesmos desenvolvessem o seu espaco vetorial estendendo este conceito as mais diversas

aplicacoes.

Porém esta compreensao foi resultado de uma sequéncia didatica planejada pelo
professor segundo a Teoria das Situacdes Diddticas e a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica. As interacdes entre professor-aluno e o milieu em cada situacao
didatica proporcionaram aos alunos, situacbes de reflexdo, discussdo e acdo que
contribuiram para a aquisicdo do conhecimento. Em todas as sequéncias didaticas
apresentadas observou-se que a utilizacdo dos diferentes registros proporcionou uma

apropriacao mais significativa pelos alunos do objeto matematico Espaco Vetorial.

A imagem do O6nibus espacial provocou nos alunos certa curiosidade e, neste
espirito de curiosidade, a partir das questdes em cada situacdo didatica, o conceito foi
sendo construido e formalizado. Sendo assim, o conceito que de uma forma geral é
considerado abstrato e de dificil compreensao, foi sendo introduzido de forma natural em

cada situacao didatica, a partir de um milieu munido de intenc¢des didaticas.

A partir dos exemplos de Espaco Vetorial desenvolvidos pelos alunos o professor
verificou as duvidas que ainda permaneciam, como duvidas em relacdo as propriedades de
Espaco Vetorial e dificuldades no desenvolvimento algébrico, observagdes citadas no

exemplo 1 de espago vetorial.

Percebe-se que quando o aluno tem autonomia para desenvolver o seu préprio
espaco vetorial, ndo ha como ele agir de forma mecanica para verificar as propriedades,
pois cada uma delas deve fazer sentido para o conjunto definido por ele. Essa experiéncia é
muito diferente da resolugdo de listas de exercicios propostos pelo professor. Pois quando
o aluno resolve os exercicios propostos pelo professor, ndo ha garantia de que ele
realmente entendeu o conceito, ou simplesmente seguiu uma regra. Quando o aluno
propde o seu problema, ele precisa justificar e, a sua justificativa deve fazer sentido, ou
seja, ele ndo tem como avangar sem ter validado a sua formulagdo e, neste momento,
surgem as duvidas significativas para a evolugdo de seu aprendizado e apropriagdo do
saber. Uma vez, discutida e esclarecida estas duvidas na fase de validagdo e
institucionalizagdo, ele estard preparado para construir, elaborar conjecturas na resolugdo
de diversos exercicios propostos, pois cada propriedade terd um papel muito mais

significativo.
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