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Resumo

O teorema da funcdo implicita se apresenta como assunto contemplado
na abordagem tradicional dos compéndios de Calculo no Brasil. Nesse artigo se
descreve, de modo particular, duas etapas previstas pela Engenharia Didatica —
ED. Assim, apresentam-se as fases de andlise prévias e construcdo das
situagOes/anadlises a priori. Enfatizam-se atividades descritas/estruturadas com
apoio da tecnologia. A mediacdo afetada pela exploracdo adequada de softwares
possibilita evitar determinados elementos que atuam como entraves a um
entendimento conceitual amplo, inerente ao TFl. Desse modo, com a indicacdo e
estruturacdo de situacbes-problema, se imprime maior énfase na visualizagdo e
entendimento de propriedades qualitativas (grafico-geométricas), e ndo apenas
de natureza algoritmicas. Por fim, com os elementos questionados nos livros
didaticos de Calculo, proporciona-se a descricdo de fatores atinentes a mediacdo
didatica do TFI, que assinalam caracteres que detém a possibilidade de
controlar/prever as acdes dos estudantes, bem como, promover um sentido
amplo para a compreensdo do teorema.

Palavras-chave: engenharia didatica, teorema da funcdo implicita, analises
prévias, andlise a priori.

Abstract

The implicit function theorem is presented as content covered in the
traditional approach of textbooks of Calculus in Brazil. This article describes, in
particular, two steps provided by Didactics Engineer — ED. Therefore, it presents
the previous stages of analysis and construction of the situations/priori analysis.
The emphasis in the described structured activities with technology support. The
mediation is affected by a proper exploitation of the softwares that’s enables to
avoid certain elements that acts as barriers to a broader conceptual understanding
inherent in TFl. Thereby indicating structured and problem situations, with more
emphasis on visualization and understanding of qualitative properties (geometric-
graph), and not just in the algorithmic nature. Finally, with the elements in
textbooks questioned Calculation, provides the description of aspects pertaining
to mediation didactic TFI, which indicate factors that has the ability to control /
predict the actions of the students as well as promote a broad sense for
understanding the theorem

Keywords: didactic engineering, implicit function theorem, previous
analyzes a priori analysis.

1 Introducao

Reconhecidamente, quando consideramos os inimeros conceitos que sdo objetos para o
ensino do Calculo a Varias Varidveis, patenteamos a relevancia do Teorema da Fung¢do Implicita -

TFI. Seu carater fundante no Calculo e em Andlise no IR" (LIMA, 2009) nos permitird, nesse
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escrito, evidenciar um problema que concerne a sua interpretacdo grafico-geométrica. Desse
modo, na medida em que indicamos um problema ou entrave, efetuamos “o primeiro passo para
uma Engenharia Didatica” (DOUADY, 2008, p. 2). Douady (2008, p. 2) acrescenta ainda que:

“A engenharia diddtica, vista como metodologia de pesquisa, é caracterizada,
em primeiro lugar, por um esquema experimental com base em realizacoes
diddticas em sala de aula, isto é, a construgdo, realizagdo, observagdo e andlise

de sessdes de ensino.”

Todavia, como mesmo apontam suas indicagdes, nesse trabalho, restringir-nos-emos
apenas as fases (andlises prévias e construcdo de situacGes/analises a priori) que permitem
realizar a construcdo das sessées de ensino que detém a possibilidade de realizacGes didaticas em
sala de aula, no contexto do ensino do Calculo a Varias Variaveis - CVV. Em sintonia com a
sistematizacdo prevista pela Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1995; 1996; ROBINET, 1983) e
recentes consideragdes sobre essa metodologia de pesquisa (ARTIGUE, 2008) apresentamos, na
proxima se¢do, uma analise da organizacdo matematica condicionada pelo nosso objeto tedrico

de interesse e estudo.

2 Sobre o Teorema da Funcao Implicita

Registramos uma se¢do, ou mesmo um capitulo, na maioria dos livros de Célculo a Varias
Varidveis (BUCK, 1965; GUIDORIZZI, 2010; LEITHOLD, 1999; STEWART, 2004; SWOKOWSKI, 1983;
WIDER, 1947) dedicada ao Teorema da Fungao Implicita — TFI, assim como nos livros de Andlise no

IR" (APOSTOL, 1967; LIMA, 2009), nos quais, deparamos maior grau de generalidade.

Basicamente, a apresentagdo do problema matematico que descreve o TFl é caracterizada
por: “dada uma funcdo F e dado um ponto p em um conjunto de nivel de F, o teorema da funcdo
implicita garante, sob uma certa hipdtese, quando este conjunto de nivel de F é o grafico de uma

outra fungdo f em uma vizinhanca do ponto p.” (BORTOLOSSI, 2009, p. 313).

Em seu caso particular, Lima (2009, p. 161—162) acresce a possibilidade da interpretacdo
geométrica do TFIl. Com efeito, assinalamos seu expediente, no sentido de significar simbologias
do tipo f_l(c) ﬂ(l X J), gue comparecem no enunciado do TFI, no caso de equagdes definidas
de modo implicito por f(X,y)=C.No casode f(c)N(IxJ), o autor se refere ao grafico de
uma fun¢do &:1 —>J que, para cada Xel C IR, existe um dnico yeJcIR com

f(x,£(x)) =c. Surpreendentemente, Lima (2009, p. 163) posterga a interpretagdo grafico-
geométrica do TFl. Com tal intenc¢do, acrescenta a noc¢do de valor regular de uma funcdo f, na

qual temos as seguintes condi¢des f (X) =c (cte) e V(f (X)) #0 (vetor gradiente nio nulo).

Define também de um conjunto C < IR? é uma curva de classe C* (k >0) quando C ¢é

localmente o grafico de uma fungdo de classe C*. Em termos topoldgicos, cada ponto peC
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esta contido num aberto V — IR?, tal que V(N C é o grafico de uma funcio C*. Na figura 1,
ressaltamos o esforco didatico presente na abordagem de Lima (2009, p. 161). Observamos a
presenca de um valor regular ‘c’ e a regido | xJ IR?, na qual, ele prevé a existéncia do grafico
de uma fungdo &(X) =Y descrita de modo implicito. Cabe assinar, todavia, apenas em carater
motivacional preliminar, tendo em vista ser um livro de Analise no IR", os aspectos qualitativos

cedem lugar, de modo peremptdrio, ao formalismo estruturante peculiar ao assunto.

L4

Figura 1 — Exemplo abordado em Leithod (1994, p. 1000)

Em sintonia com a evolugdo histérica e epistemoldgica, Krantz & Parks (2002, p. 7)
explicam que o pensamento heuristico que envolve a descricdo do Teorema da Fun¢do Implicita —
TFlI é fundamental, e constitui uma poderosa parte da fundamentacdo da moderna matematica.
Ademais, “originalmente, concebido acerca de 200 anos atrds, para os estudos em Mecanica
Celeste”, o TFI, atualmente, possui varias formulacGes e é usado em muitos lugares por
matemadticos em investigacdo, que envolvem o emprego de suas generalizagées (JUNKINS;

TURNER & MANORAIJAN, 2009), no campo de atuacdo dos matematicos profissionais.

A génese do interesse em torno do TFl é atribuida a Newton. No livro De Analysi per
Equationes Infinitas, do ano de 1669, Newton levantou a questdo sobre a possibilidade de se
expressar uma solucdo particular para a equacio Y°+a?Y —2a’+axy —x®=0, segundo o
breve comentario de Krantz & Parks (2002, p. 15). Estes autores reportam ainda que “Newton
refinou o procedimento em torno deste problema, quando em 1670, publicou o manuscrito

intitulado De Methodis Serierum et Fluxionum.” (Idem, 2002, p. 15).

Credita-se a Cauchy (1789-1857) a primeira forma rigorosa do Teorema da Fungdo
Implicita (KRANTZ & PARKS, 2002, p. 27). Trabalhando no contexto de func¢des holomorfas,
Cauchy, demonstrou a existéncia de uma funcdo implicitamente definida, sob condicdes e
hipdteses suficientes. Por outro lado, nosso interesse maior neste trabalho, diz respeito a classe

de fungbes de duas e de trés variaveis reais. Assim, a formulacdo mais conhecida é devida a Dini
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(1845-1918) em 1870. A prova e/ou sua demonstracdo se apdia “no processo de inducdo

matematica sobre o nimero de varidveis dependentes” (KRANTZ & PARKS, 2002, p. 36).

Um enunciado, em termos atuais, do TFI é discutido por Scarpello & Ritelli (2002, p. 172),
Consideremos, para inicio de nossa discussdo, a seguinte equacdo em termos de duas varidveis
y® +16y —32x°+32x =0. Reparemos, com base na figura 1, que o locus descrito por tal
equacdo, define um subconjunto do IR? que, aparentemente, possui as propriedades de ser o
grafico de uma func¢do de y como varidvel de x, todavia, Krantz & Parks (2002, p. 2) sublinham que
“nenhum férmula para tal fungdo existe.”. Ndo obstante, Krantz & Parks (2002, p. 2) acrescentam
ainda que “em contraste com a ingénua definicdo de funcdo como uma férmula, a moderna, a
definicdo conjuntiva é formulada em termos do grafico de uma fung¢do.”. No caso da equacdo
y5 +16y—32x3 +32x =0 (*), pode-se verificar que, para cada X € IR, existe um tnico y€ IR,

de modo que o par (X, Y) satisfaz a equagdo (*). Na fig. 2 exibimos seu comportamento no IR?.
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Figura 2 - Curva de nivel discutida em Krantz & Parks (2002, p. 2)

3 Sua apresentacao nos livros de Calculo

Nesta secdo, evidenciaremos e identificaremos os elementos que se sobressaem a partir
da proposta de abordagem de certos compéndios especializados, tradicionalmente adotados no
Brasil, no que concerne ao TFI. Distinguiremos, todavia, duas classes de problemas: (a) problemas
envolvendo curvas de nivel do tipo T (X, Y)=C; (b) problemas envolvendo superficies de nivel do
tipo f(X,Y,Z)=C. Nosso primeiro exemplo é extraido de Leithold (1999). Nesse sentido,

observamos que, na figura 3, o referido autor imprime énfase ao carater algébrico dos conceitos
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envolvidos. Envolvendo um problema da classe (a), o significado do simbolo dy/dx é reduzido ao
carater analitico. O autor ndo faz nenhuma indicagdo de seu contexto histérico e/ou

epistemolégico, concernente ao momento de génese e das ideias heuristicas do teorema.

EXEMPLO 1 Dado que y € uma fun¢do implicita de x definida por Flx, y) =

= x? + ycos x = 0, determine %

Figura 3 — Exemplo abordado em Leithod (1994, p. 1000)

Na figura 4, Leithold (1999) sugere um problema envolvendo a interseccdo de objetos. A

situacdo envolve duas superficies de nivel. O estilo em nada difere do caso anterior.

EXEMPLO 6 Dado que

dy dz
= x2 2 — = ueremos calcular — e —=.
Flx,y,2) = x2 + y* + 2* 1 0 quer cular — - ¢
e
Glx, y,2) = x* — 2 - 222 -1 =20

Figura 4 — Exemplo abordado em Leithod (1994, p. 1003)

Guidorizzi (2010) acentua o carater formalista, que prioriza o quadro algébrico para lidar e
manipular os objetos matematicos. Reparemos nos enunciado abaixo, a inexisténcia de ulteriores

intengOes didaticas, que ndo vao além de explicitar, de novo, o simbolo dy/dx (ver fig. 5).

EXEMPLO LA fungao difereneidvel v = v o @ delinddn iopbicimmemte el equagio
_'r"t oy | 11 4

'|

dy
Expresse T em termos de xe de y.
dx

Figura 5 — Exemplo abordado em Guidorizzi (2010, p. 328)

Vale assinalar que os livros em outros idiomas fortalecem alguns dos aspectos

guestionados nos paragrafos anteriores. Na figura 6, Ayres & Mendelson (1994) economizam, ao
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maximo, o uso da lingua materna e acentuam as inferéncias de amparo ldgico. Ao final, os

simbolos 0Z/0X e 0z/dy sao indicados, sem uma intengdo didética descritiva/qualitativa do TFI.

5. Find dz/dx and dz/dy, given sin xy + sin yz + sin zx = 1.
Set F(x, y, z) =sinxy +sin yz + sin zx — 1; then
oF cos + z cos zx oF X co + 0s yZ oF cos + X
— AP I —_— = y 3 —_—— <
ax ) ¥ CO" 3y SXy+ zCOS y 57 =) ¥z + xcos z
and E:_6F.f'6x:_ycosxy+zcuszx 9z __dFldy  xcosxy+ zcosyz
ax dFildz y €COS YZ + X COS 2X ay dFloz Yy €OS ¥z + X COS ZX

Figura 6 — Exemplo abordado em Ayres & Mendelson (1994, p. 395)

Patenteamos o carater algébrico/manipulatério preponderante, na quase totalidade das
atividades propostas e exercicios resolvidos nos livros consultados. Outrossim, apontamos nos
excertos de trechos de livros, o cardter formalista e a negligencia dos aspectos perceptuais
grafico-geométricos (qualitativos) atinentes ao TFl. Reparemos ainda que a nogdo de “existéncia”
de uma funcdo, da mesma classe de diferenciabilidade da funcdo inicial, prevista pela tese do
teorema, é esquecida, por completo. Nenhum elemento funciona no sentido de estimular a
visualizacdo e o carater topoldgico (existéncia e tamanho da bola centrada no ponto), de

aplicacdo local do TFI, em cada situacao.

Na obra de Pinto & Morgado (2000) registramos o empenho na atribuicdo de significado
para as derivadas parciais, denotadas (de modo simplificado) por 0z/0X e 0z/dy , entretanto, os
autores perdem a oportunidade de estabelecer o link conceitual entre as derivadas, calculadas no
ponto, que determinam as declividades de retas, o plano determinado por essas retas, bem como,
a existéncia local de um grafico de uma funcdo (garantida existéncia pelo TFl). O carater
imperativo das sentencas linglisticas presentes no enunciado impulsiona a reproducdo e

replicacdo irrefletida dos modelos matematicos vinculados ao exemplo (ver figura 7).

Exemplo A.6: Verifique que a equacao 23 + 332 4 Bzz? — 32y = 9 define 2
. ; . 0z
como funcdo de z e y numa vizinhanca do ponto (1,0,1), e calcule g( 1,0) e
dz
T_'(laﬂ)'
Ay
Figura 7 — Exemplo abordado em Pinto & Morgado (2000, p. 315)
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Stewart (2004, p. 922-923) ndo se distancia da tonica anterior questionada. O enunciado
to TFI é omitido. A orientacdo da leitura de outros livros, nos quais, se encontra a demonstragdo
do TFI é facilmente identificada. Na secdo de exercicios (STEWART, 2004, p. 924), observamos
ainda que o predominio hegemonico e a exigéncia da simples aplicacdo de regras de inferéncia,

de natureza légica, € um carater invariante neste compéndio.

Para concluir essa secdo, recordamos que a metodologia de pesquisa nominada
Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996), tem sido utilizada design de investigacdo, numa perspectiva
de complementaridade (ARTIGUE, 2008; BROUSSEAU, 1986) com outras teorias, desde a década
de 80. Sublinhamos o estudo de Camacho & Aguirre (2001) que discute um desenho didatico para
a apresentacdo do conceito de limite. Esses autores dao énfase nas etapas de analise preliminar e
andlise a priori. De modo semelhante, neste artigo, escolnemos o TFl como objeto matematico

investigado. Doravante, apresentamos as duas fases iniciais de uma ED, com o tema TFI.

4 Analises preliminares ou prévias

Como assinalamos na introducdo desse escrito, do ponto de vista do design de
investigacdo adotado, assumimos a sistematica prevista pela ED. Oriundo de uma vasta tradigdo
académica, sabemos que a concepcao de pesquisa em Engenharia Didatica - ED compara a forma
de trabalho didatico do professor com a maneira de trabalho do engenheiro que, para realizar

projetos, se apdia sobre conhecimentos cientificos de seu dominio (ARTIGUE, 1996, p. 243).

E, no que concerne aos momentos ou fases da investigacdo, distinguimos: as analises
preliminares, analises a priori, a etapa da experimentagdo e introdu¢do ao movimento de todo o
aparato metodoldgico construido, validagcdo e andlises a posteriori. Ora, como assinalado nas

secOes anteriores, restringir-nos-emos aos primeiros dois momentos previstos por Artigue (1996).

Sendo assim, no ambito das andlises preliminares ou prévias, nessa secao, identificaremos
problemas de ensino e de aprendizagem vinculados ao TFl. Com base e amparo em tal
sistematica, delinearemos questdes (situagdes problema), formularemos determinadas hipdteses,
gue detém a possibilidade de serem investigadas, a posteriori, de modo empirico. Dois elementos
devem ser evidenciados nessa etapa, de acordo com Almouloud (2007, p. 172), a saber: (i) estudo

da organizacdo matematica; (ii) andlise didatica do objeto matematico escolhido.

De modo especifico, concernente ao item (i), no atemos: estudo da génese historica
envolvendo do TFI (apresentada na secdo 2); sua funcionalidade atual na Matematica (limitaces
para o uso didatico); obstaculos relativos ao TFl (conceitos reconhecidamente complexos
vinculados do TFl); a estrutura atual do ensino do TFl e seus efeitos. Relativo ao item (ii)
apontamos a relevancia da andlise de livros didaticos (apresentada na secdo 3). Uma andlise de
livros de Calculo deve contemplar: o papel da historia do TFI; os obstaculos epistemoldgicos

(ROBINET, 1983, p. 4) identificaveis na abordagem dos autores; antever as possiveis concepc¢oes
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dos alunos (dimensdo cognitiva), oriundas a partir da abordagem proposta. Desse modo,

concluimos:
- os autores de livros enfatizam o carater algoritmico condicionado pelo TFI;
- a nogdo de existéncia matematica é admitida de modo automatico pelos autores;
- 0s aspectos topoldgicos locais, de aplicagao do TFl sdo desconsiderados;
- a visualizacdo e a significacdo grafico-geométrica das simbologias sdo negligenciadas.

Com base nesses entraves, formulamos as seguintes hipdteses de trabalho que ndo serdo
objeto de investigacdo empirica nesse estudo tedrico, entretanto, podem ser objeto de interesse

em outros estudos empiricos, envolvendo a mesma tematica ou outro tépico no ensino do CVV:

12) Uma mediacdo condicionada pela abordagem standard dos livros de CVV nao

promove a visualizacdo e o entendimento grafico-geométrico (local) atinente ao TFI;

22) SituagOes de aprendizagem definidas pelos exercicios propostos pelos autores de
livros de CVV permitem apenas a aquisicdo de habilidades manipulativas de equagdes, que

incidem ou acarretam em resultados de significado restrito, sem um entendimento amplo do TFI.

Na préxima secdo abordaremos algumas situacdes problema, com vistas a aprendizagem,
em consonancia com a descricdio de Brousseau (1986, p. 414). As varidveis didaticas serdo
apontadas e, sua manipulagdo e exploracdo didatica conveniente devem estimular novos cenarios
para efetiva aprendizagem, na medida em que indicaremos elementos de mediagdo e transmissdo

dos saberes, que detém a possibilidade de evitar os entraves anteriormente formulados.

5 Construcdo das situagoes e Analises a priori

Nessa fase de ED, elaboraremos e analisaremos uma sequéncia de situacdes-problema
envolvendo o TFl. Responderemos algumas questdes indicadas nas sessOes anteriores, todavia,
ndo ensejamos validar essas hipéteses de investigacdo, posto que, ndo procederemos as andlises
a posteriori. Para efeito de maior sistematizagdo, assumiremos que uma situacdo-problema
envolve “a escolha de questdes abertas e/ou fechadas numa situacdo matematizada ou menos
matematizada, vinculada a um campo de problemas colocados em um ou varios dominio de
saber.” (ALMOULOUD, 2007, p. 174). Vale observar que, no campo de saberes referenciados por
Almouloud (2007), é possivel, tendo em vista o nivel elementar da Matematica, considerar
situacBes “menos matematizada”. Entretanto, em nosso caso, o modelo matematico condiciona,
fortemente, todas as estratégias e as acbes e decisGes dos aprendizes. Essa variavel didatica é

prevista, de modo geral, por Brousseau (1986, p. 412).

N3do obstante, nosso objeto de atencdo (um teorema em Matematica e sua aplicagdo),

pertencente a um corpus tedrico-formal, implica em fortes condicionantes oriundos da prdpria
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construcdo/demonstracdo e descricdo do TFI. Outrossim, levaremos em consideracdo, com vistas
a estruturacdo das situagBes-problema, as seguintes caracteristicas apontadas por Almouloud
(2007): situacbes que devem colocar em jogo um campo conceitual em que se deseja
efetivamente explorar; os conhecimentos antigos ndo sdo suficientes para a resolugdo completa
do problema; o problema envolve varios dominios do conhecimento. Assinalamos acima apenas

parte das caracteristicas apontadas por Almouloud (2007, p. 174).

Nesse sentido, vale distinguir e pormenorizar os seguintes elementos: os problemas que
tencionamos explorar envolvem dominios analiticos e gréfico-geométricos, entretanto, os
conhecimentos antigos (no caso os saberes relacionados com o TFl) devem ser suficientes para a
resolucdo. Além disso, nas situacdes que buscamos apresentar, desejamos que “elas permitam
adaptac¢Ges dos alunos, na medida em que tomam decisdes e as modificam” (BROUSSEAU, 1986,
p. 440). Quando visamos descrever situa¢des de ensino fundamentadas de uma Matematica
oriunda de nivel avangado, o campo conceitual é condicionado, por vezes, por uma definicdo

formal ou um teorema estruturante. No nosso caso o TFl, assinalamos que:

- Dado o carater de ndo trivialidade do TFI (quantidade de hipdteses e a descricdo da
tese), as situacOes-problema requerem conhecimentos suficientes para sua resolucao, entretanto,
a abordagem serd determinante. Desse modo, a visualizagdo proporcionada pelos softwares
devera ser uma variavel didatica recorrente no cendrio de aprendizagem apresentado aos

estudantes.

"

Assumimos posicdo concorde com Almouloud (2007, p. 174) ao acentuar que “as
atividades devem ser concebidas, levando-se em consideracdo os resultados dos estudos
prévios”, e terdo por objetivos: auxiliar o aluno na construcdo de conhecimentos e saberes de
uma maneira construtiva e significativa; desenvolver certas habilidades como, por exemplo, saber

ler, utilizar as diferentes representag¢Ges matemadticas e desenvolver raciocinio dedutivo.

Para concluir essa secdo, vale destacar que “os objetivos da andlise a priori devem
determinar que as escolhas realizadas permitam o controle do comportamento dos alunos e seu
significado”. (ARTIGUE, 1995, p. 45). Desse modo, as escolhas e descricdo de a¢Oes futuras, nessa
sec¢do, sdo fundamentadas em pressupostos tedricos, que devem permitir o controle didatico da

transposicdo didatica e do sentido das a¢Oes futuras envolvendo a mediacdo de saberes.

O controle didatico que propomos é passivel de certa hierarquizacdo ou descri¢cdo de
momentos na mediacdo do saber cientifico. Nesse sentido, recordamos que Brousseau (1986, p.
440-441) explica que “a aprendizagem no contexto da resolucdo de problemas, evolui a partir da
compreensdo do papel e funcdo de alguns momentos particulares”, condicionados pelo trin6mio
professor — saber —aluno. Na fig. 8, indicamos (em cor vermelha) elementos condicionados por
momentos que envolvem o ensino do TFI, acrescidos das variaveis didaticas que consideramos

relevantes em nosso caso.
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Aperfeicoar habilidades de
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Figura 8 — Adaptacdo do esquema proposto por Brousseau (1986, p. 440-441)

Na figura 8 acima, na passagem de transicdo de cada momento didatico, antevemos a
manifesta¢cdo de uma decisdo tomada (ou vdrias decisdes) pelo sujeito ou pelos sujeitos. Em cada
passagem, prevemos “a manifestacdo de um conhecimento” (BROUSSEAU, 1986, p. 27). Para que
o aluno vivencie possibilidades de mobilizar e/ou manifestar seu conhecimento privado,
“modelisamos situagbes” (BROUSSEAU, 1986, p. 400) que possuem o potencial de vdrias

descobertas, em funcdo de suas escolhas e decisdes.

O surgimento dessas descobertas e a ocorréncia de elementos inesperados e tacitos
determinam “o grau de incerteza” (BROUSSEAU, 1986, p. 270). Concordamos, pois, com
Brousseau (1986, p, 270) ao destacar que “a aprendizagem de um conhecimento ocorre na
medida em que diminui o grau de incerteza” relativa as situacdes didaticas apresentadas pelo

professor em sala de aula.

5.1 Situacgoes didaticas

Nessa secdo, apresentamos situacOes-problema relacionadas com o TFl. Vale destacar
gue “para garantir, minimamente, o alcance desses objetivos, o pesquisador ou o construtor de
situacBes-problema necessita escolher as varidveis didaticas que podem provocar as mudancas
desejadas, no que diz respeito ao processo de ensino e de aprendizagem do objeto matematico

em jogo” (ALMOULOUD, 2007, p. 174). Desse modo, dentre as varidveis microdiddticas (locais)
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que colocamos énfase, indicaremos: os conteudos envolvidos nas atividades propostas, os

saberes requeridos para o uso da tecnologia. Vejamos, pois, nossa primeira situacdo.

Situacdo (l): Considerando a equacdo, descrita de modo implicito, da maneira
z3+22y—7x2y22+z=0. Decidir (com base na figura 9) se existe uma funcdo

Z=2(X,Y), definida localmente, na vizinhanca do seguinte ponto (1,1,2).

Na figura 9, com o auxilio do CAS Maple, exibimos as superficies de nivel
F(xy,z2)=2°+2"y-7x*y’z+z=k, com ke{0,2,4,6}, no IR®. Proporcionamos o
entendimento do comportamento geométrico de uma familia de superficies de nivel, que
correspondem ao grafico de uma funcéo descrita por F(X, Y,Z) =W no espago IR*.

Superficies de
\ nivel

C+ly-Tiyirez=k
Fe{0,2,4,6} *

Figura 9 — Descricdo do comportamento grdfico-geométrico da superficie

de nivel no espaco (elaboragdo do autor)

No que concerne a equagao z3 + Zzy—7X2 yZZ + 7z =0, por meio da defini¢do da
seguinte  fungio  F(X,y,z)=2z3+2z°y—7x?y?z+7Zz. Portanto, escreveremos
dz/ox (X, y,z) =—(0F/ox)/(6F /oz) (X, Y, z) = —(—14xy22)/(322 +22y—7x°y? +1) e
oz/dy (x,y,2) =—(oF /oy ) /(6F jez ) (x,y,2) =— (22 —14x%yz )/(322+22y—7x y?+1).
Assim, escreveremos, 0Z/0X(1,1,2) =28/10 e 0z/0y (L,1,2) = 24/10. Descreveremos é&goras as
seguintes retas determinadas por (z—2)=14/5(x-1) e (z—-2)=12/5(y-1). A partir da
determinacdo das retas, indicaremos a descricdo do plano que tangencia o grafico da funcdo

“implicita”,  cuja  existéncia é garantida pelo  TFI, do  seguinte modo:

VFE(X,Y,2) = (14xy?z, 2> —14x°yz,3z° + 2zy — 7x°y* +1) .. VF (1,1, 2) = (28,—24,10)..

Por fim, impomos a condicdo (14,-12,5)-(x-1y-1z-2)=0. Se o recurso

computacional, se torna inexequivel a tarefa didatica que envolve a transmissdo do significado do
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objeto que exibimos na figura 7 (superficies de nivel). Propriedades do vetor gradiente (HAIRER &
WANNER, 2008, p. 306), como indicamos em VT (X,, Yy, Zy) (X=X, Y — VY, Z—2,) =0, pouco
significam aos alunos, de modo restrito ao quadro algébrico. Diferentemente, nas prdximas
situagdes, acrescentaremos um significado geométrico para todos os elementos obtidos, por

intermédio do uso do TFl. Com amparo na visualizagdo, estimulamos a produgdo de conjecturas.

Situagdo (I1): Vamos considerar a equagdo X° +3y? +8xz° —3z°y =9. Vamos empregar
outra técnica. Ela consiste em derivarmos, de modo implicito a equacdo
X2 +3y2+8x-z(X,y)* —=3-z(X,y)*- y=9. Exibimos abaixo, na figura 10, uma familia de

superficies de nivel (no espago IR%) correspondentes ao problema abordado.

i\, M
s \ i . yl
: '-'- ;

i i - il
Sy b

%Wnéﬁé é“wf‘

tzﬁmm Eﬂm_um:qm :

JP ) I e
N ?mlmwwmw e

Figura 10 — Descrigdo do comportamento grdfico-geométrico da

superficie de nivel no espago (elaboragdo do autor)

Derivando em relacdo a ‘x’ escrevemos:

O/oX[x® +3y? +8x-2(X,y)* —3-2(x,y)*-y]=0..
3x* +6Yyoy/ox+8-2(X,y)? +16x-z(X, y) 6z/ox —9yz(X, y)* dz/ox —3- (X, y)* -0y /ox =0.

Fazendo as seguintes simplificagdes nas equacbGes algébricas, escrevendo:
3x® +8-z(X, y)* +16Xx-2(X, y) 0z/0x —9yz(X, y)* 0z/0x =0. Escrevemos, pois:
[16x - Z(X, y) —9yz(X, y)*]-&z/0x = —[3x* +8-2(X, y)*].". z/6x = —[3x* +8- 2°]/[16x- 2 - 9yz°].

Vale observar que procedermos a uma simplificacdo da notacdo anterior, podem implicar alguns
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problemas de entendimento ao incipiente (ALVES, 2011). De modo semelhante, derivando a

equacio, em relacdo a ‘y’, encontraremos que 0z/0y = —[3z° —6Yy]/[16x-z—9yz?].

A abordagem de Bortolossi (2009, p. 328) permite a descricdo que buscamos, embora, o

autor ndo apresente nenhum grafico que ampare o raciocinio do leitor. Seguindo suas
consideragdes, vamos tomar o ponto (1,0,1) e as declividades no ponto 0z/0x(1,0,1) =—11/16
e 0z/0y(L,0,)=3/16. As retas possuindo essas declividades sdo descritas por
(z-)=-1116(x-1) e (z—1) =3/16(y—0). O vetor gradiente é descrito por
VF(1,0,1) = (11,—-3,16) e divisamos ser perpendicular o plano determinados por tais retas.

x +3y° +8xz° -3y =9

Figura 11 — Descrigdo do comportamento grdfico-geométrico da
superficie de nivel no espaco, do plano tangente ao grdfico da fungdo

(elaboragdo do autor)

As condi¢des qualitativas (comportamento do vetor gradiente, existéncia do plano
tangente ao grafico de uma fungdo “implicita”, vizinhanga aonde vale o TFl) sdo apoiadas num

movimento perceptual (ALVES, 2012; 2013). Diferentemente de Bortolossi (2009, p. 328) que
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assenta sua exploracdo apenas no modelo formal e no movimento intuitivo, com origem nesse
modelo e nos dados fornecidos ao leitor (ver fig. 11). Passaremos, pois, a nossa ultima situacao.

% define, de modo implicito,

Situacdo (lll): Decidir se a equagdo xz?% + yZZ =e
Z=12(X,Y), numa vizinhanga do ponto (1,0,1). Com base na figura 12, descrever analiticamente

as retas, que passam no ponto dado, determinando a existéncia de um plano indicado abaixo.

Com efeito, divisamos uma vizinhanga descrita por (X—1)° + y* +(z—1)* =1/4 (em cor
amarela). Indicamos a localizagdo do ponto (1,0,1) (em cor preta) na superficie. As retas (em cor

vermelha) s3o obtidas por meio dos nimeros 0z/0x(1,0,1) =-1/2 e 6z/0y(1,0,1) =1/2.

3
2 £
:
2 7 1 1 ) 3
1
b -
gl
2
-2
3
3 T—o B
x22+y22=ew Retas (z-1) /Z(x )
E-D=1120-0

Figura 12 — Descrigdo dos objetos indicados no enunciado da situagdo-
problema sem a indicagdo do vetor gradiente, avaliado no ponto (1,0,1)

(elaboragdo do autor)

Brousseau (1986, p. 435) adverte que “na universidade, é freqliente encontramos os
estudantes esperando a solucdo de um exercicio de combinatdria para adquirirem certeza da
resposta correta”. No cendrio que indicamos na figura 12, toda a identificacdo preliminar, com o
intuito de compreensao dos dados do problema, depende da visualizacdo e da percepcao de

propriedades topoldgicas locais e globais (ALVES, 2012; 2014b).

R.B.E.C. T, vol 7, nim. 3, set-dez.2014  ISSN - 1982-873X 161

DOI: Em andamento.



Do ponto de vista a sintaxe do CAS Maple, destacamos que os conhecimentos mobilizados

nao exigem, por parte do professor, grande dominio de programacao. Nesse sentido, indicamos:
> with(plots);
> implicitplot3d((x*zr2+y"2*z=exp(x*y*z)),x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3,grid=[25,25,25]);
> pointplot3d([1,0,1],symbol=circle,color=blue);display(%,%%);
>

implicitplot3d((x-1)A2+y~2+(z-1)"2=1/4,x=-3..3,y=-3..3,2=-
3..3,grid=[25,25,25],color=yellow);display(%,%%);

> implicitplot3d(-1/2*(x-1)+1/2*y=2z-1,x=-0..2,y=-
1..1,z=0..2,grid=[25,25,25],color=green);display(%,%%);

» spacecurve([t,0,1-t/2+1/2],t=0..2,color=red,thickness=4);display(%,%%);
» spacecurve([1,t,t/2+1],t=-1..1,color=red,thickness=4);display(%,%%);

Nos commandos acima, cabe esclarecer que: with(plots) abre o pacote de comandos para
a producdo de graficos 2D e 3D; implicitplot3d gera o grafico de equacgbes definidas de modo
implicito em duas e trés varidveis; spacecurve descreve curvas parametrizadas em 2D e 3D. Por

fim, o comando display(%,%%) permite a operacdo de interse¢do de até trés objetos.

Com base na definicdo da fungdo f(X,Y,z)=xz>+Yy°z—e” =0 que determina uma
superficie de nivel, poderemos obterdz/ox(X,Y,z) :[—Z2 +yz-e¥ ]/[ZXZ +y* - Xy-exyz] e
0z/dy (X, Y,2) =[—2yz +xz-e% ]/[sz +y° - xy-exyz}, com a restrigio 2Xz+ Yy’ —xy-e¥ #0.

Para a determinacdo do plano (em cor verde), podemos prever o uso de duas

formulagGes. Na primeira, pelo TFl, determinamos uma regido e nela, teremos um “pedac¢o” do

grafico de uma fungdo zZ=12(X,Y)..Z—2, =0z/OX(Xy, Yo )(X—X,) +32/3Y (X5, Yo )(Y—V,) € a

II'

equacio do plano tangente a gréfico, no ponto (1,0,1), dada existéncia, todavia, “implicito

Outra maneira é observar que o vetor gradiente Vf(1,0,1)=(1,1,1) é perpendicular a
todo vetor nesse plano tangente ao grafico da fungdo “implicita” no ponto (1,0,1), isto &,
escrevemos Vf(1,0,1)-(Xx—1y—0,Z—1)=0. Sua propriedade foi constatada na situacdo (Il) e,

com respeito ao software, para acrescentar ainda o vetor gradiente da situacdo (lIl), indicamos:

> arrow([1,0,1],<1,1,1>,length=2,color=blue,scaling=constrained,view=[-4..4,-4..4,-

4..4]);display(%,%%);;display(%,%%);

Como ultimo exemplo (fig. 13), indicamos situacdes-problema em que ndo pudemos
contar com a interpretacdo grafico-geométrica. Basta notar que na figura abaixo, temos
superficies de nivel F(X,y,zZ,W)=0 e G(X,Y,Z,W)=0, cujos graficos estdo no espaco IR®.
Kaplan (1993) estimula o leitor desconsiderar qualquer preocupag¢do com as condi¢cdes suficientes
para o uso do TFl e com a existéncia de solu¢des. Em situacdes como essas, a a¢do do estudante é

guiada/determinada, de modo exclusivo, pelo modelo e descri¢cdo formal, que permite a aplicacdo
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de inferéncias légicas e extracdo de conclusGes. Os elementos que despertam a percepgao e a
visualizagdo se restringem ao reconhecimento organizacional dos registros, simbolos ou nota¢des
que detém, possivelmente, a capacidade de proporcionar ao solucionador desse problema, o link
conceitual conveniente, todavia, constitui “terreno pouco adequado ao surgimento de um
insight” (ALVES, 2012), visto que, determina um Unico procedimento/argumento algébrico a ser

escolhido.

EXAMPLE 2 2x2 4 p2 4 22 — zw

I
° @

x2 + ¥2 4+ 222 4+ zw — 8

Figura 13 — Exemplo standard abordado em Kaplan (1993, p. 109)

6 Consideracoes finais

No locus académico os rituais de ensino tendem a privilegiar o cardter algoritmizado dos
procedimentos. A apresentacdo académica ou enciclopédica (BROUSSEAU, 1986, p. 475) é
eficiente para os experts. Todavia, ocorre o predominio de uma concepc¢do limitada e
questionavel que atribui uma razao suficiente, segunda a qual, “para o entendimento do
aprendiz, exige-se o simples trato ou emprego e uso de teoremas” (Lozada-Crus, 2012, p. 74). Por
outro lado, para a descri¢cdo de atividades que detém a possibilidade de suavizar ou, pelo menos
evitar tal carater formalista, é necessario um bom planejamento para a preparacdo de uma aula.
Neste sentido, nos apoiamos neste artigo, somente na descricdo das etapas iniciais previstas pela
ED (andlise preliminar, construcdo de atividades e analise a priori) para os momentos de desenho

e da producdo de sequéncias de ensino (GONZALEZ-MARTIN, 2005, p. 118), envolvendo o TFI.

Nas andlises a priori e para a construcdo de situagbes, vimos que a exploracdo da
tecnologia, em nosso caso do CAS Maple, possibilitou a descricdo de situagdes-problema,
condicionados pela visualizacdo, com origem na percep¢do (ALVES, 2011; 2012; 2013; 2014a;
2014b) e o entendimento do papel/funcdo e significado de elementos proeminentes nos graficos
exibidos. Além disso, nas figuras construidas e relacionadas com cada cenario de aprendizagem,
promovemos o entendimento topoldgico local (e particular), de validade do TFlI e suas

propriedades previstas.

O destaque da visualizacdo, entretanto, viabilizada em nosso caso pela tecnologia
constitui, de maneira geral, o esforco isolado, que influencia ainda de modo timido o ensino na
academia, “acentuadamente formal” (ARTIGUE, 2003, p. 119). Com efeito, o que assinalamos na
andlise de livros, sob um viés particular, é alertado, de modo amplo, por Artigue (1995, p. 40)

qguando adverte que “o ensino tradicional se centra no funcionamento do quadro algébrico”.
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A metodologia que adotamos, tendo em vista a descricdao de a¢des didaticas, chamada de
ED, pode ser compreendida como “uma teoria de controle das relagBes entre significados e
situacbes” (ARTIGUE, 1995, p. 44-45). Tendo em vista esse posicionamento, reduzimos a
hegemonia de uma apresentacdo funcional (BROUSSEAU, 1986, p. 476) que se resume a atividade
de investigacdo matemadtica ao calculo/acdo sobre um algoritmico especifico. Em nosso cendario
de aprendizagem, o professor podera estimular a produgdo de sentencas proposicionais, a partir

da interagdo e manipulagao dos gréficos (fig. 2, 7, 8,9 e 10) produzidos por ambos os softwares.

Quando o professor manifesta o interesse por outras vias de abordagem (distinta da
conducdo dos autores de livros), novas formas de significacdo e entendimento das nogdes

matemadticas podem ocorrer. Nesse sentido, Douady (2008, p. 2) indica a importancia de:

“Transferir um problema de um quadro de representagdo para outro quadro é
um meio para que os alunos tomem consciéncia das propriedades das nogcées
matemdticas em cada quadro e meio pelo qual intervém no raciocinio. E um
meio para os professores trabalhar com os alunos a questdo de coeréncia dos

resultados obtidos por meio de diferentes pontos de vista.”

A partir da estruturacdo/aplicacdo das situacBes-didaticas aqui apresentadas, “podemos
nos interessar por interacoes especificas, ao longo do decurso de modificacGes de um sujeito, em
seu repertdrio, com vistas o aprendizado de um novo conhecimento particular” (BROUSSEAU,
2004, p. 7). Todas as situacGes, todavia, dependem da tecnologia e visam proporcionar a

apreensdo conceitual de um novo conhecimento, que supera os condicionantes ldgicos.

No que concerne ao uso do software, as situagdes anteriores ndo exigem grande
conhecimento em programacdo e sintaxe do CAS Maple. A acdo dos comandos envolve,
basicamente, a plotagem de graficos no espaco IR® (plot3d) e a intersecdo de objetos
(display(%,%%,%%%), no caso a intersecdo de trés objetos. Maiores detalhes podem ser
encontrados em Alves & Borges Neto (2012). Na década de 90, Artigue (1997, p. 147) acentuava a
importancia de se evidenciar as caracteristicas emergentes num milieu que integra a utilizacdo do
software Derive. De modo similar, sublinhamos as distincbes, do uso didatico de situacbes-
didaticas, com o tema TFl, que envolvem o uso dos softwares Geogebra e do CAS Maple (ALVES,
2014b). Para efetivarmos tal integracdo, prevemos um empenho/dedicdo extrassala. Na figura 10,
trazemos, com o recurso ao software (o comando intersecplot3d) a identificacdo da regido (curva)
de intersecdo entre dois objetos no espaco IR3. O carater de diferenciabilidade (da curva de

intersec¢do) podera ser constatado, do ponto de vista intuitivo e visual. (ver fig. 14).
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Figura 14 — Exemplos de producgéo de curvas resultante da intersecdo de

objetos

Por fim, grande parte dos livros de Calculo a Vdrias Variaveis consultados possui algumas
décadas de lancamento, reedi¢Ges e reimpressdoes. O docente deve ficar vigilante, quanto ao
“envelhecimento das situa¢Oes” (BROUSSEAU, 1986, p. 293) propostas nesses compéndios. A
“reproducdo/replicacio” (GONZALEZ-MARTIN, 2005, p. 121) automatica dessas situacdes, para
publicos diferentes, pode proporcionar entraves as adaptacGes e transposicGes didaticas
necessarias, pois, ndo se pode prever os mesmos resultados, para publicos (de alunos) distintos
em ocasides Unicas, embora a abordagem possa parecer ser a mesma. Nesse sentido, a tecnologia

impulsiona modificacdes e reformulagdes periddicas nas sequéncias de ensino com esse tema.

E “a transposicdo didatica depende fundamentalmente das concepg¢bes que os
professores ou os sujeitos possuem a respeito do pensamento matematico” (BROUSSEAU, 1986,
p. 277). Na proposta de nossa abordagem, ndo buscamos indicar um caminho “melhor” para a
transposicdo ou a mediacdo cientifica, demarcando com isto que, a outra forma de
mediac¢do/transposicdo tradicional (sem a exploracdo da tecnologia), seja entendida como “pior”.
O que buscamos é indicar formas diferenciadas e distintas, das atuais propostas nos livros de CVV
e que, em maior ou menor grau, influenciam as concepg¢des e o pensamento matematico dos

alunos, professores e matematicos profissionais, que atuam em nossas academias.
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