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Categorias intuitivas para o ensino do
Calculo: descricao e implicacOes para o seu
ensino

RESUMO

A aprendizagem de um individuo possui marco inicial em um raciocinio légico-formal ou em
um raciocinio intuitivo? Se a resposta para tal questionamento apontar na dire¢cdo do
raciocinio intuitivo surge, pois, um segundo questionamento: Mas o que é mesmo um
raciocinio intuitivo? Com atencdo em responder essa Ultima pergunta, e outras que
decorrem, de modo natural, adota-se a perspectiva de Fischbein (1987), no que concerne a
uma proposta de descricdo de categorias para a intuicdo. Assim, da-se énfase em sua
significagdo no contexto de resolugdo de problemas do Calculo Diferencial e Integral. A
consideragdo de tais categorias intuitivas adquire importancia na medida em que se propde
uma abordagem que se apoia na tecnologia no sentido de promover a visualizacdo e,
consequentemente, a produgdo de sentencas proposicionais, oriundas da relacdo entre
sujeito/objeto. Por fim, nos exemplos (integrais generalizadas e o teorema da funcdo
implicita) sdo indicadas perspectivas que atuam no sentido de suavizar os efeitos arbitrarios
do formalismo.

PALAVRAS-CHAVE: Intui¢do. Célculo. Resolugdo de Problemas. Categorias intuitivas.
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INTRODUCAO

Por séculos, varios matematicos buscaram uma prova para o emblematico 52
postulado euclidiano. Apesar de parecer “correto, ndo se mostra claramente
evidente. O problema bdsico com esse postulado — ndo importando a forma pela
qual é expresso — é que admite, implicita ou explicitamente, a possibilidade de
retas infinitas” (FISCHBEIN, 1987, p. 63).

Reparemos que o objeto de grande atencdo por alguns matematicos no
passado foi apenas o 52 postulado euclidiano, entretanto, sublinhamos que o
carater de “evidéncia” ndao pode ser uma qualidade intrinseca a esse objeto. Pois,
se tal fato fosse verdadeiro, qualquer matematico (ou observador ordinario
comum), ao contemplar e direcionar sua atengdo, sua atividade intelectiva ao
referido objeto desenvolveria, consequentemente, o mesmo sentimento
(sensacdo), o qual detém um carater privado, subjetivo, condicionado de modo
idiossincrasico. Aquele jargdo matematico, corriqueiramente repetido que diz:
“Ha, é facil ver!” . Poderia ser, pois, generalizado. Entretanto, na pratica, ndo é bem
isso que se pode inferir e replicado em outras circunstancias.

Dai, depreendemos que o termo “evidéncia” ndo se refere a um fator
qualitativo, particular e vinculado ao objeto. E sim, afirmamos, originadamente de
uma relacdo que se estabelece entre sujeito-objeto, num momento inicial e de
modo tdacito. Cabe assinalar, também, no excerto em destaque por Fischbein, que
o termo “correto” é vinculado, de modo subliminar, a um determinado corpus
tedrico estruturante e formal, que confere a determinada sentenca proposicional
(de estrutura inferencial), o cardter de credibilidade, consisténcia e elimina
consideravelmente uma chance de divida, incerteza ou perquiri¢cao ulterior.

Os termos colocados em destaque (“evidéncia” e “corretude” ou ainda
“consisténcia”) detém uma natureza eminentemente filoséfica, e podem
indicar/produzir questdes de densa natureza, no campo da Filosofia da
Matematica (ERNEST, 1991; RUSSELL, 1993). Todavia, restringiremos nossa
ateng¢do ao campo da Psicologia Cognitiva, visto que, quando falamos de raciocinio
matemadtico e sua natureza, ndo podemos permanecer limitados apenas a
Matematica Pura.

Por fim, cabe evidenciar que o problema de pouca nitidez, para alguns, e de
relevancia indubitdvel, para outros, refere-se a base do raciocinio (intuitivo)
empregado no passado, com a intencdo de investigar e compreender o problema
do 52 postulado euclidiano. Assim, com origem nessa pequena reflexdo
preambular, nesse artigo, discutiremos vdrias questGes relacionadas com a
hierarquizacdo e descri¢cdo de categorias do raciocinio intuitivo. Com base nesse
exemplo apontado por Fischbein (1987, p. 63) e em outros registrados em
pesquisas (ALVES, 2016; 2014a; 2012; ALVES & BORGES NETO, 2011), passaremos
a falar ndo apenas de intuicdo, mas também, de intuicGes ou categorias intuitivas
no contexto do ensino do Calculo em Uma e em Varias Varidveis.

O caréater fortuito a ser destacado, diz respeito a possibilidade de seu uso e
exploracdo intencional, didatico-metodoldgica no ensino de Matematica, com
énfase ao contexto académico. Isso posto, inicialmente acentuaremos
determinadas ponderagGes de Fischbein (1987) sobre o referido assunto, tendo
em vista um entendimento preliminar de um terreno de intensa discussdo
filosofica.
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INTUICAO OU INTUICOES?

O tipo de categoria intuitiva de conhecimento foi objeto de atencdo e reflexao
por parte de iniUmeros filésofos, como assinala Fischbein (1999, p. 11). Dentre
algumas das figuras emblematicas, vale destacar, nomes como: G. W. Leibniz, R.
Descartes, B. Spinoza, E. Kant, F. Kline, H. Bergson, M. Bunge. No rol desses e
outros pensadores e fildsofos, registramos a diversidade de significados atribuidos
a faculdade ontoldgica cognitiva que nomeamos por intuicdo.

Seu papel nem sempre é compreendido, apesar de que, as pesquisas
matematicas modernas apresentem dois grandes processos e/ou momentos,
indicados por Choquet (1963, p. 3), nomeadamente, como a pesquisa e a sintese.
E quando ndo restringimos nosso olhar a perspectiva bourbakiana (HERSH, 1997,
p. 32), com forte énfase ao carater estrutural e axiomatico, a intuicdo detém seu
papel e pode ser detectada em ambos os momentos investigativos.

“Fonte ultima para determinadas verdades absolutas” (BUNGE, 1996, p. 34).
Estratégia mental que permite alcancar a esséncia e a manifestacdo de um
fendmeno. Caracterizada ainda por determinadas categorias intelectivas que
proporcionam “o entendimento tacito de um teorema” (POINCARE, 1921, p. 38),
sem uma justificativa ou interpretacdo sistematica a priori. Faculdade cognitiva
que possibilita o alcance e o estabelecimento imediato de ligacdes entre sujeito
cognoscente e um objeto. Por fim, no rol dos significados que podemos registrar
na literatura especializada, atribuidos a intuicdo; vale salientar que, no interior da
esfera de praticas vinculadas a determinados saberes cientificos, o que nomeamos
ou designamos por intuicdo recebe, por vezes, uma conotagdo que se contrapdem
aos termos e pressupostos reconhecidos na Logica (OTTE, 1991).

Nesse sentido, Otte (1991, p. 281) explica que “a intui¢do parece ser o oposto
de rigoroso, ou de ldégico, ou de formal. A légica parece ser compreendida,
enquanto que a intui¢do se mostra indefinivel”. Ademais, na atividade cientifica,
“a intuicdo torna-se um instrumento poderoso no sentido da inventividade”
(HADAMARD, 1945, p. 43) e manifestacdo de genialidade. Corrobora Hersh (1997,
p. 61) conosco, ao lembra que:

Na pratica matematica, a intuicdo esta em toda parte. Ele fornece os
exemplos de férmulas de somas infinitas, de fragcdes e produtos, encontrados
na carta de Ramannujan a Hardy. Os resultados comprovam a intuigdo, pois
estavam todos corretos, embora ndo haviam sido provados pelo mesmo.

Ainda sobre a fun¢do pedagogica do raciocinio intuitivo, Boutroux (1908),
esclarece:

No que concerne a inteligéncia, uma boa educagdo aprimora e dirige as
faculdades, mais do que forgar a memdria. Existem dois exercicios da
faculdade: um é livre, é o jogo; o outro imposto é o trabalho. Este ultimo é
obrigatério por si mesmo e no ensino ndo é substituido pelo primeiro. A
faculdade da intuicdo deve ser formada antes do entendimento. Todo o
ensino sera inicialmente intuitivo, representativo e técnico (BOUTROUX,
1908, p. 394)

Um elemento identificado na teorizacdo desenvolvida por Fischbein diz
respeito ao papel e as fontes de explica¢do da natureza do conhecimento que
obtemos por meio da faculdade psiquica que nomeamos de intui¢cdo. Efrain
Fischbein (1920 — 1998) recorreu tanto ao campo da pesquisa em Psicologia
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Cognitiva como ao terreno filoséfico, com vistas a estruturacio e o
desenvolvimento de suas argumentacdes. “Ele conseguiu divisar a proficuidade
dos problemas que possivelmente exigem respostas de ambas areas do saber
cientifico” (ALVES & BORGES NETO, 2011, p. 39).

Antes, todavia, de descrever as categorias do nosso interesse de indagacao,
surge uma condicdo sine qua non, referente ao entendimento da natureza/funcdo
dos processos cognitivos, com base intuitiva. Para tanto, Fischbein (1999)
desenvolve um discurso mais detalhado no artigo intitulado Intuitions and
Schemata of Mathematical Reasoning. Nesse artigo, encontramos a delineacdo do
significado de algumas caracteristicas dos processos de raciocinios intuitivos.
Fischbein explica que em tais raciocinios, identificamos:

- Cognigées autoevidentes: significam que intuicdes sdo aceitas sem que o
individuo manifeste a necessidade de uma checagem/verificacdo ou prova a
posteriori;

- Convicgdo intrinseca: diz respeito a uma cognicdo (de natureza privada)
intuitiva usualmente associada ao sentimento de certeza, convic¢ao de seguranca;

- Sentido coercitivo: que a intuicdo manifesta um ‘efeito coercitivo’ no sentido
de afetar as estratégias de raciocinio do individuo e sua selegdo de hipdteses e
solugdes. Isto significa que o individuo tende a rejeitar/negar interpretacdes
alternativas de outrem, as quais contrariem suas intuicGes privadas e
momentaneas.

- Cardter de globalidade: por fim, uma caracteristica basilar entre um
raciocinio intuitivo e um raciocinio légico é descrita pelo autor, distinguimos o
carater de globalidade, isto é, intuicbes sdao cogni¢bes globais em oposicdo as
cogni¢cGes adquiridas por uma via de sequéncias inferenciais (do tipo: Se vale...
Entdo...) e légicas ou analitico-inferencial.

Para efeito das situagdes didaticas que pretendemos descrever e caracterizar
possiveis a¢des e estratégias a serem tomada pelo professor, assinalamos as
seguintes categorias intuitivas: intuigbes afirmativas, intuigées conjecturais,
intuigbes antecipatdrias e conclusivas. Fischbein assume uma posicao que
contrasta com a de Piaget, no sentido de classificar as intuigdes no que concernem
suas regras, suas origens e suas relagdes com outros tipos de cogni¢des, mobilizada
pelo sujeito epistémico.

Fischbein (1987, p. 57) acentua que a classificacdo proposta por Piaget é muito
mais complexa. Ele menciona varias dicotomias. Uma primeira distingue intuicdes
empiricas e operacionais. Uma segunda dicotomia, diz respeito a classe de
intuicdes acompanhadas de imagens, de outras que n3dao apresentam tal
propriedade. Desta forma, com o escopo de uma melhor operacionalizacdo das
situacBes que ensejamos acentuar, a descricdo de Fischbein nos parece eficiente.

Por outro lado, a adequacdo da classificagdo proposta por Fischbein é
oportuna, pelo fato de indicar fortes ligacGes com o processo solucionador de
problemas, de cunho investigativo. Assim, explica que nas intuigcées afirmativas, o
elemento solucdo é implicito. Em contrapartida, as intui¢cbes conjecturais possuem
elementos préoximos da solucdo (ou estratégia) de uma maneira explicita
(identificavel), todavia, ndo envolvidos diretamente no plano ou estratégia de
efetiva solugdo do problema em jogo.
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Para exemplificar, vamos descrever, pois, exemplos dessas categorias
intuitivas no contexto de transicdo interna do Célculo em Uma Variavel Real - CUV
para o Cdlculo em Varias Varidveis - CVV (ALVES, 2011). No CUV, os estudantes
aprendem que toda fungdo Y= f(X) derivavel serd continua. Tal propriedade é
verificada por argumentos formais caracteristicos de um teorema. Ja no CVV, eles
deparam com ilagdes do tipo: toda fungdo z=f(X,Yy) diferencidvel serd
continua. De acordo a classificacdo proposta por Fischbein, declaragdes como
essas ultimas sdo chamadas de intuigdes afirmativas inferenciais. Todavia, nossa
ilacdo requer ulteriores explicacGes, balizadas por uma teoria.

De fato, o autor descreve que intuigées afirmativas sao “representacdes ou
interpretagdes de varios fatos aceitos como auto evidentes ou autoconsistentes”
(FISCHBEIN, 1987, p.58). Ademais, subdivide tal classe, de acordo com o conteudo
semdantico, relacional ou inferencial (ver figura 2). Um pouco mais adiante, acentua
gue “intuicdes afirmativas inferenciais possuem uma estrutura indutiva ou
dedutiva”. Apds termos encontrado ou identificado certo nimero de elementos
possuindo propriedades em comum tendemos, intuitivamente, a generalizar e a
afirmar que toda a categoria desses elementos possui tal propriedade. Ora, um
individuo pode extrair consequéncias da assertiva anterior, no contexto do CUV e,
acreditar na validade da propriedade sobre a categoria de funcdes do tipo
z=1(x,y) ou w=1f(X,Y,2), porintermédio da tentativa de uma generalizacdo
(nem sempre consciente) da propriedade de diferenciabilidade de funcdes.

No que tange ao movimento e o sentido de generalizacdo, caracteristico das
intuicées afirmativas inferenciais, Fischbein (1987, p. 59) explica que “ndo se trata
de uma simples operacdo légica. A generalizacao surge de modo mais ou menos
subito, acompanhado de um sentimento de confianca”. Assim, somente ao ser
questionado, o sujeito poderd verbalizar, explicar e detalhar o motivo ou razao da
ocorréncia de determinado feeling ou a impressdo psicolégica correspondente a
uma propriedade matematica particular.

Figura 1 — Situagdo problema envolvendo categorias intuitivas no ensino de integral.
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(Fonte: Elaboracgdo do autor)
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Temos também classe de intuicées conjecturais que dizem respeito a
determinadas declaragdes sobre eventos futuros, ou sobre o curso e a evolugdo de
certo fendbmeno. Tal conjectura é uma intuicdo quando associada a um elemento
de natureza privada e subjetiva, que chamamos de confianga. Sublinhamos o
cardater de ndo trivialidade, no que concerne ao registro de tal categoria intuitiva,
no decurso de um fendmeno, fato ou evento. Vejamos, pois, um caso particular de
sua ocorréncia.

Vamos considerar, pois, a figura 1 anterior. Nela trazemos as funcdes

- 1 1 o .
indicadas f(X) =2 ¢ g(x) :T' No cenério abaixo, indicamos dois elementos
X

gue podem proporcionar e estimular a manifestacdo de elaboracdo de sentencas
proposicionais de um individuo, imbuido da intencdo de resolucdo de problemas,
no contexto de integrais impréprias. Cabe observar que a manifestacdo de um
discurso é consequéncia da imediata mobilizacdo de uma espécie de raciocinio,
formal ou informal, disparado a partir da percepc¢do (local) e visualizagdo de
propriedades grafico-geométricas (ALVES, 2014b). O carater manipulatério do
software GeoGebra permite a exploracdo e experimentacdo (ALVES, 2016). Na
figura, o observador devera observar que, quando consideramos as contribuicdes
de d4rea, para valores X>1, notamos que temos as relagdes entre &reas

Ag(x) >Af(x). Propriedade que pode ser extraida do comportamento grafico-

geomeétrico, bem como, dos dados numéricos que indicamos do lado direito, por
A =5.69> Ay =4.61. A percepcio exerce papel fundamental (ALVES,

2012, p. 3).

Por outro lado, quando consideramos valores X —>0" (com 0<X<1),
notamos que as regides correspondentes a cada fungdo, g(X) em cor verde e

f (X) em cor roxa, ocorrerd uma inversdo (a partir do ponto A= (1,1) ) das relagdes
concernentes as contribuicGes de area ( Ab(x) < Af(x) ), na medida em que

consideramos as contribui¢des, para valores arbitrariamente préximos de X=0,
todavia, diferentes de zero. Observamos, entretanto, que ndo declaramos a
existéncia, nem muito menos o interesse na resolugdo de um problema particular
envolvendo a nogdo de integral imprdpria ou integral definida.

Na situagdao que envolve a figura 1, podemos explorar um entendimento
dinamico do processo de convergéncia/divergéncia de integrais generalizadas ou
integrais imprdprias. A variagdo de cores do software possui um importante
componente visual qualitativo. O solucionador pode ser questionado quanto ao

- - : : _oprdx pedx prdx = dX
significado geométrico de simbologias do tipo | —,| —, | —= ou I —_.
o x ox o fx L Jx

No que concerne as intuicdes conjecturais esperadas neste cendrio estruturado
com o recurso computacional, o solucionador pode observar as contribuicdes de

srea indicadas (—Iimfdx/x) = lim[In@ — In®)] = lim [In(®)] = +o0

t—0*

e, antever que elas tendem a aumentar. Consequentemente, conjecturar que os
valores numéricos de area desse limite tendem, paulatinamente e crescer, com
base no grédfico (cor roxa), como um carater inerente ao comportamento de
divergéncia (ALVES, 2012, p. 3), posto que ndo devem encontrar um nimero para
a determinacado do limite anterior.
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Por outro lado, quando analisamos as contribuicdes de area da integral
OOdX 1 tdx “ ” L £
—=1lim| =, como base num “trecho” do grafico (em cor azul) e
1 X t—>+0dl Y
conjecturar (somente com base na visualizacdo) que as contribuicdes de darea
tendem a diminuir, quando comparadas as contribuicbes de d4rea de

—>+0

o dX . ptdx
_[ — = |Im_[ —=, para valores cada vez maiores de t>>1 (ver fig. 1).
1 /X t 1 /X

Reparemos que as qualidades sensoriais (cores, altura das regides e espessura do
grafico) sdo proporcionadas pelo software e se tornam inexequiveis, quando
restringimos nossa mediacdo didatica ao quadro negro (ALVES, 2014b). .

Sem duvida que a construgdo que mostramos, também, na figura 1 é
estruturada, de modo técnico e conceptual, segundo o corpus tedrico que nos
permite extrair inferéncias de carater légico formal, como por exemplo, inferir que

1 0
Io dX/ X diverge e L dX/ X divergem, o que contraria a intuicGo conjectural

anterior, ao passo que guiamos nossa investigacdo com arrimo da visualizacdo. De
fato, tais conclusdes podem ser reveladas por um estudante de graduacdo, que
manifeste sua acdo, de modo restrito, apoiado somente em uma definicdo formal.
Entretanto, em que diferem o0s processos de conceptuais de raciocinios
mobilizados por um marco de referéncia légico-formal dos processos de raciocinio
que detém um marco original impulsionado pela intuicdo, visualizacdo e a
percepcdo das propriedades grafico-geométricas ha pouco destacadas?

Num ambito de discussdao que nos permite um delineamento de resposta, ao
menos, provisorio para o questionamento anterior, Fischbein (1993, p. 144) indica
ainda uma outra indagacdo, e que envolve uma resposta nao trivial, ao interrogar
que “o curso de um processo de raciocinio é determinado por uma construgdo
conceptual ou vice-versa? ”.

As argumentacOes de Fischbein ddo indicios para uma resposta, ao menos
provisdria, da nossa primeira pergunta. De fato, ele esclarece que “o fenémeno é
tdo complexo que ndo é possivel uma resposta definitiva. A hipdtese mais aceitavel
é a de ser que em cena, comparecem cadeias conceptuais ativas de conhecimento
com fontes de saberes imaginativos” (FISCHBEIN 1993, p. 144). Dessa forma, a
partir de suas ponderagdes, podemos depreender que, quer seja um raciocinio de
base ldgico-formal ou o imaginativo, de natureza intuitiva, a construgdo
conceptual de um individuo, elaborada, reelaborada e construida, de modo
idiossincrasico, sera determinante para a evolugdo/progresso do pensamento
mobilizado em situagao.

Na proxima se¢do retornaremos aos argumentos préximos desses dois
questionamentos, considerando situa¢des especificas, tendo em vista o ensino do
Calculo Diferencial e Integral. Observamos ainda que, quando consideramos a
atividade de um expert (seja um matematico, fisico, engenheiro, etc.), urge
distinguir formas de pensamento especializadas, elevadas e complexas. Tais
habilidades cognitivas sao descritas por Fischbein ao mencionar que:

Profissionais, pessoas com larga experiéncia num certo dominio desenvolvem
determinadas intui¢cGes especializadas conectadas com seu dominio de
atividade. Doutores, professores, engenheiros, etc., sdo aptos, muito
frequentemente, a tomarem decisGes em seu campo de conhecimento,
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apoiando-se, aparentemente, num campo minimal de informagdes, fato que
os habilita ao uso de elevada perspicdacia (FISCHBEIN, 1987, p. 60).

Um dos aspectos marcantes do expert (e em particular do matematico) é a
capacidade de converter em mensagens relevantes, todavia, inicialmente cifradas
e/ou obscuras. E todo o processo intelectivo ocorre, de modo aparentemente
automatico, antecedendo uma andlise sistematica maior de depuracao. Por fim, os
resultados surgem de modo intuitivo, a partir de uma avaliagdo global relativizada.

Pouco mais adiante, Fischbein (1987, p. 63) diferencia que “intuicGes
antecipatdrias envolvem a resolucdo preliminar de um problema. Enquanto que
uma intuigdo afirmativa representa uma atitude cognitiva estdvel, em relacdo a
uma situacdo mais geral ou comum”. Diferentemente das intui¢des afirmativas,
que envolvem a manifestacdo da aceitacdo preliminar de determinado fato ou
propriedade autoevidente, as intui¢cdes antecipatorias surgem como descobertas,
como a solucdo de um problema, de modo tacito e repentino, consequéncia de um
esforco de investigacdo indicativo de uma mudanca de estadio cognitivo mais
elevado.

Em relacdo a classe de intuigées antecipatdrias, Fischbein (1987, p. 63)
acrescenta que “existe, de modo geral, certo grau de necessidade (ndo sentido de
modo subjetivo) de controle analitico externo”. A confrontagdo entre uma certeza
intrinseca e uma demanda externa que impde a verificacdo pode produzir
situacBes psicoldgicas (as vezes conflitivas, como o exemplo da fig. 1)
interessantes. Diferentemente das classes de intuicdes anteriores, o locus de
manifestacdo ou ocorréncia das intuicdes antecipatorias é o contexto da resolucdo
efetiva de um problema particular.

Reparemos, todavia, que os dados de um problema especifico podem ser ou
nao, determinantes em sua manifestacdo. Com efeito, as conclusGes que seguem,
com origem em momentos iluminatdrios — chamadas de intuicGes antecipatorias
— ndo sdo equivocadamente e especialmente condicionadas por dados de um
problema particular. “Elas dependem de um maior grau pessoal de seguranga,
atitudes cognitivas estdveis” (FISCHBEIN, 1987, p. 64). Por fim, ao decorrer do
processo investigativo, poderdo ocorrer intuicdes conclusivas que “sumarizam
uma estrutura global, visdo estruturada e ideias basicas da solucdo de um
problema, previamente elaborado”.

De modo sistematico, o autor propd&e a descricdo que mostramos na figura 2.
Podemos falar agora de intuicGes no contexto da resolucdo de problemas no
contexto do ensino de Calculo. A exploracdo metodoldgica das categorias
indicadas abaixo pode diminuir a predominancia da hegemonia do pensamento
algoritmo-estrutural, rotineiramente fortalecido na academia (ALVES, 2011).
Assim, com origem num esquema mnemanico indicado por Fischbein (1987, p. 64),
propugnamos determinadas altera¢des, na medida em que, ensejamos adaptar a
natureza das categorias intuitivas indicadas por ele ao nosso contexto do ensino
de Célculo, em uma e em varias variaveis.

Apesar de indicar énfase na classe de intui¢bes antecipatdrias e conclusivas na
resolucdao de problemas, na classe das intuigées afirmativas, pode ocorrer o
emprego de uma estratégia especifica. Bem como, apds o éxito ou o fracasso de
um plano de execugdao, com vistas a solucdo, as intuigdes afirmativas tomam
espaco, mais uma vez, no sentido de fornecer o “feeling” que impulsionara,
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possivelmente, o solucionador na resolucdo do mesmo problema ou de um novo
problema, com um nivel mais sistematizado que o anterior.

Figura 2 — Classificagdo de categorias intuitivas propostas por Fischbein (1987, p. 64).

NATUREZA RELACIONAL

/ INTUICA0 AFIRMATIVA — NATUREZA SEMANTICA

CONHECIMENTOS

NATUREZA INFERENCIAL
BASICOS DO INDIVIDUO
\.\ INTUICA0 CONJECTURAL
SITUACOES PROBLEMAS INTUICA0 ANTECIPATORIA
INTUICA0 CONCLUSIVA

(Fonte: Adaptagao do esquema proposto por Fischbein (1987))

Antes de concluirmos, cabe observar o papel das intuigcbes conjecturais,
emitida por experts, todavia, a Histdria da Matematica registra o entendimento e
as ideias de jovens matematicos, ndo tidos a época como experientes, e, sim,
principiantes; mas que, todavia, formularam conjecturas dignas de um expert (ou
matematico mais experiente) (BELL, 1951; KLINE, 1972). No préximo segmento
abordaremos algumas situacdes de aplicacdo das no¢Ges discutidas nos paragrafos
anteriores.

EXEMPLO DE APLICACAO NO CALCULO EM UMA VARIAVEL REAL E EM VARIAS
VARIAVEIS

Nessa secdo, indicaremos algumas situacdes intrinsecamente condicionadas
pelo uso de teoremas que descrevem a convergéncia de integrais imprdprias ou,
chamadas também de integrais generalizadas. O contexto de sua apresentacdo é
direcionado as estratégias de solucdo de problemas no ensino do Calculo. Nas
situacOes que doravante discutiremos, sdo apoiadas em elementos que valorizam
a visualizacdo e a percepcdo de propriedades grafico-geométrica de objetos
matematicos, tendo como auxilio a tecnologia.

Vejamos o seguinte exemplo que envolve o enunciado standard dos
1
compéndios de livros de Célculo: avaliar a integral Io X-In(x)dx. vale patentear o

cardter arbitrario, indicador de uma Unica via de agdo. Tal agdo, envolve escrever:

[} x-In(x)ex = lim [/ x-In(x)ee = lim(Y/2x¢ In()-1/2 ) = ~Y4-y2lim (& In(9)).

No que segue, a regra de L'Hospital é empregada e, assim, inferimos uma
conclusdo. Por outro lado, vamos inserir outros elementos que podem promover
o surgimento de categorias intuitivas que tencionamos evidenciar e afetam a
propria velocidade da investigacdo, com base na interacdo entre aluno e o
professor. Nesse sentido, formulamos: Com base no comportamento dos graficos
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das fungdes f(X)=x, g(X)=In(X). Decidir sobre o comportamento da integral
J.X- In(x)dx indicando uma regido em que converge e outra regido em que
podemos contar com sua divergéncia, com base na figura 3.

No cenario que indicamos na figura 3, destacamos caracteres qualitativos-
visuais. A exploracdo e a manipulacdo do seletor sdo livres no software GeoGebra,
0 que proporciona o carater dinamico da situagdo e a possibilidade de elaboracgado
de conjecturas que se enquadram na classe de intui¢bes antecipatdrias que sdo a
solucdo preliminar de um problema especifico.

Ora, com o amparo do quadro numérico, na figura 3, o solucionador de
problemas pode depreender que na regido da drea que corresponde a seguinte

1

integral Io X-In(x)dx, os valores e contribuicdes de érea ndo tendem a crescer de

modo ilimitado. Por outro lado, a regido da area (abaixo da curva) que corresponde
0

a seguinte integral L X-In(X)dX, constata-se o crescimento ilimitado das

contribuigdes numéricas. Nessa fase preliminar, antes do emprego efetivo de um
modelo formal, descrito por inferéncias, semelhante ao que indicamos em (*), ndo
se torna ainda necessario.

Figura 3 — Cenario de visualizagdo proporcionado pelo GeoGebra e a produgdo de
conjecturas antecipatdrias.

Vakeres nemiricns de Yalores bumérices do
" BOU) ey ORI o BN ey OTANA)

LE T¥ ¥ e ‘"&sm ' M fomn ¥

(Fonte: Elaboracgdo do autor)

Por outro lado, a elaborac¢do de intuicbes antecipatdrias é condicionada, a
partir da regido ou intervalo [a,b]c IR, no qual, o solucionador sente a
necessidade ou adequac¢do de empregar a nocdo de integral imprépria. Uma vez
indicada ou formulada uma conjectura plausivel, o professor estimula o emprego
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efetivo das estratégias adequadas. Em qualquer expediente empregado, o uso da
definicdo formal de integral imprépria é compulsério.

Todavia, as inferéncias de ordem légicas podem ser interrompidas diante do
limite J/Z-IILrg] (t2 -In(t)) . O reconhecimento do padr3o algébrico é determinante
num ensino que restringe as habilidades algébrico-manipulatdrias do estudante

(ALVES, 2011, p. 239). Por outro lado, o professor podera, nesse momento, instigar
os solucionadores de problemas em observar o grafico (em cor azul) da funcdo

indicada por h(X)=x*-In(X). Na figura 3, seu grafico em azul, pode ser
inspecionado e, como base nessa exploracao visual, outras conjecturas podem ser
elaboradas, no que concerne a sua existéncia do limite no ponto (que vale zero!).

Mais uma vez, promovemos a producdo de intuicbes antecipatdrias, com a
andlise numérica do produto X*-IN(X). O software GeoGebra possibilita a
manifestacdo grafico-geométrica da indeterminacdo do tipo 0+~(—oo) (ALVES,
2012, p. 9), o que pode ser averiguado nos graficos (em cor vermelha) da figura 3.

Mais uma vez, podemos evitar o tratamento mecanico e irrefletido dos alunos
referente ao procedimento analitico padrao indicado por

X*-In(x) = In(x)/4/x" . lim In(x)/1/x* = lim (Wx)/(-2/x*)= lim (-x*/2)=0.

Figura 4 — Descri¢do qualitativa do comportamento de convergéncia em 2D e 3D.

Nt Edt Edbe Opcler Femmntat Jinslh Aoty Fe B8 Ve Fomat e Cor Auws Propcion Bt Wdw Hep

« X

1K) T all 21\ wll g E
DEPECREREBE i noCleslbnelEElealelol

3 B o B [efolelefelole] Elelwle] i
Q ; sen(xy)du
|
i ]sen(u)du . .
.
’io 1) ‘: ” .J
fema ' 1 Nloen ¥ : Toe 47 B AEN M1;£

(Fonte: Elaboragdo do autor)
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Por fim, consideremos as seguintes integrais imprdprias ~[SEI’\(U)/U du e
0

Isen(xy)/(xy)du, onde fizemos a substituicdo U=Xy. Na figura 4 acima,
0

proporcionamos o entendimento quanto ao cardter de convergéncia da primeira
integral (com representacdo 2D). A formulacdo de conjecturas, a partir da
visualizagao e comparagdo dos graficos abaixo, permitem evitar o predominio de
intuigbes afirmativa inferenciais. De fato, a partir da sensagdo e impressao da
convergéncia da primeira (contribuicbes de darea tendem a diminuir), o
solucionador pode inferir que a mesma propriedade é imediatamente aplicavel a
segunda integral, tendo em vista o comportamento das contribuicdes de volume
(representacdo 3D). A comparagdo dos graficos (abaixo) impulsionara uma
investigacdo pormenorizada para o entendimento (dindmico) da nocdo de
convergéncia.

O Teorema da Funcdo Implicita — TFl ocupa um papel fundante no Calculo

(BORTOLOSSI, 2002; GUIDORIZZI, 2010; STEWART, 2001) e em Analise no IR"
(APOSTOL, 1967; LIMA, 2009). Por outro lado, em nossos trabalhos identificamos
as potencialidades do uso da tecnologia (ALVES, 2014b). Nesta sec¢do, indicaremos
elementos de uma abordagem, sob o viés da atividade de resolucdo de problemas,
gue contempla, do ponto de vista da mediacdo didatico-metodolégica, a
exploracdo adequada das categorias intuitivas descritas por Fischbein, nos
paragrafos anteriores.

Nosso exemplo foi retirado de Guidorizzi (2010, p. 242). No enunciado do
problema, sdo fornecidas equag¢des implicitas que determinam o sistema

{x2 +722=1 y?*+7° :1} (**).

Sob o viés condicionado pelo algebrismo, o autor pede para se expressar
dy/dx e dz/dx, em termos de x, y e z. Requisita determinar, ainda, um par de
fungdes Y =Y(X) e z=12z(X) dadas implicitamente por (**).

A rotina ou estratégia de resolugdao é condicionada, nesse caso, pelo
conhecimento ou ndo das condi¢bes formais e o que prevé o TFl. Quando
restringimos nosso ensino a uma abordagem condicionada e afetada pelo viés
pouco atualizado e peculiar dos autores de livros de Calculo, perdemos a
oportunidade de proporcionar a producdo de uma série de intuicdes atinentes ao
exercicio proposto. Entretanto, seguindo uma abordagem caracteristica da
resolucdao e descoberta de problemas, explicitamos, num momento inicial, o

reconhecimento da regido do espaco |R3, na qual evocamos o uso do TFI (fig. 5).

Antes de qualquer expediente (precipitado) ou argumento de natureza
algébrica, o solucionador de problemas pode explorar os graficos abaixo (figura 5),
como ainda deparar situagdes em que podemos formular intui¢bes afirmativas. De
fato, sentencas proposicionais do tipo “as curvas produzidas pela intersecgdo de
dois ou trés cilindros é diferencidvel”, na medida em que empregamos o aparato
computacional, viabilizara a investigacao visual e perceptual da ultima sentenca
proposicional.
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O CAS Maple proporciona a produgdo de graficos no IR? inexequiveis, quando
restringimos nossa mediacdo ao quadro negro. Ademais, a curva (em vermelho)
permite a localizacdo topoldgica de pontos e, sobre eles, de acordo com
determinadas restricdes impostas no enunciado do TFl, poderemos ou nao
garantir a existéncia de um “pedaco” (BORTOLOSSI, 2002, p. 316) de um grafico de
funcdo, determinado em termos implicitos. Trazemos também outra situacdo, com

o acréscimo de outro cilindro X2+y2 =1, o que proporciona a produgio de

conjecturas sobre o sistema que indicamos no canto inferior direito (com trés
equacdes descritas de modo implicito) (figura 5).

dz x
Por meio de derivacao implicita, se obtém das taxas de variacdo d— =—— e
X VA
dz __y - . . .
d_y:_? De acordo com a definicdo de derivada parcial, determinamos as

seguintes retas Z=—X+x/§ e z=—y+ﬁ. Por fim, levando em condigdo as
restricces do TFl, determinamos uma vizinhanca indicada por
(X—2/2)? +(y—2/2)? +(z—2/2)> =1. Com amparo na visualizacio,

dz dz
podemos promover a significacdo geométrica para os simbolos — € —

dx dy

correspondentes as declividades de retas tangentes, na direcao de cada eixo (ver
figura 6).

Figura 5 — Descrigao grafico-geométrica da regido no espago que determina a curva de
interseccdo de superficies e o uso do TFl no ensino do Calculo em varias variaveis
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(Fonte: Elaboracgdo do autor)

Observamos que o estudante deverd compreender as relagdes
dz oz dz oL
—(N2/2,N2/2)=—(N2/2,\2/2 —(N2/2,N2/2)=—(N2/2,N2/2
5 (V2123212 =2 (V2/ f/)lyzfedy(f/ 2/2) ay(f/ f/)lx%g

das derivadas parciais. Fato que se mostra desconsiderado por Guidorizzi (2010, p.
242). Por fim, podemos promover a mobilizacdo de determinadas intuices
conclusivas (comparar as figuras 5 e 6), na medida em que, ao solucionar o
problema anterior, pelo emprego do TFI, questionamos as regides de intersecao,
na quais, ndo é aplicivel o referido teorema. A visualizacdo permite o
entendimento do carater local de sua aplicacdo, tendo em vista a determinacdo da
regido em que o teorema prevé a existéncia do grafico de uma fungdo (ver
vizinhanga do ponto) (figura 6).

Figura 6 — O software CAS Maple proporcionar a elaboragdo de um cenario de
visualizacdo para a percepcao e identificacdo de elementos qualitativos envolvidos na
situacdo (do ponto de vista local e global).
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CONSIDERAGOES FINAIS

Alguns chamam de faculdade cognitiva. Outros denominam evento cognitivo.
Qualquer que venha a ser sua denominacgao eventual, o que conseguimos ratificar
é a falta de consenso e a “multiplicidade de definigdes” (FISCHBEIN; TIROSH &
MELAMED, 1981, p. 491) que ndo conseguem descrever com eficiéncia, qualquer
fendbmeno cognitivo amparado pela intuicdo. Por outro lado, a
classificacdo/descricdo de modo hierdrquico, na acep¢do de Fischbein (1987),
permite extrair fortuitas implicacdes e aplicacdes diferenciadas no ensino no
contexto do ensino do Calculo em Uma e a Varias Varidveis (ALVES, 2014b).

Nesse sentido, assinalamos, ao decorrer desse escrito, os arcaismos ainda
presentes na abordagem dos principais compéndios de Calculo (STEWART, 2004;
SWOKOWSKI, 1983). O fato é que, a partir desses compéndios, os professores que
atuam na academia, extraem concebem e modelizam situagdes de ensino nos
cursos de graduacgdo, ainda no estilo da Matematica Moderna (FISCHBEIN, 1969;
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KLINE, 1985). Tendo em vista uma abordagem que torna preponderante a
algebrizacdo das rotinas, e a correspondente formalizagdo estruturante precoce
dos argumentos (ARTIGUE, 1998), podemos suspeitar de uma ineficiéncia, no
sentido oposto ao das situacGes estruturadas semelhantes como as que discutimos
ao longo do texto, que concedem posicdo distinguida para a visualizagao.

E oportuno acentuar que todas as categorias intuitivas descritas admitem
profundo grau de subjetividade e sao de dificil identificacdo ao decurso da acdo
dos estudantes em situacdo. Assim, a mediacdo (estimulo) de um agente externo,
de modo adequado, é fator primordial para o surgimento e a evolucdo adequada,
bem como inadequadas ou concepcbes que contrariam a intuicdo (FISCHBEIN,
1977; 1978; 1993) e podem concorrer para o erro. Por exemplo, vale observarmos
determinadas concepgdes equivocadas e informais de estudantes, a respeito de
certos conceitos cientificos, preservadas durante boa parte da vida do estudante.
Em muitos casos, o marco inicial da aquisicdo de tais concepgdes evidencia o papel
importante da intuicdo na formulagdo das primeiras impressdes e entendimentos,
0 que se coaduna com o que preceitua Boutroux (1908).

Nesse sentido, a acdo/mediacdo didatica deverd envidar esforcos no sentido
de transformar intuigcées afirmativas, que dizem respeito a um stadio mental, ndo
necessariamente imbuido da resolucdo pormenorizada e compreensdao de um
problema particular, em intuicbes antecipatdrias e conclusivas, que envolvem
esforco e interesse do estudante, com vistas a producdo de um novo
entendimento, no ambito do ensino do Calculo.
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INTUITIVE CATEGORIES FOR TEACHING OF
CALCULUS: DESCRIPTION AND
IMPLICATIONS FOR IT'S TEACHING

ABSTRACT

The learning of an individual has starting point, based on a logical-formal reasoning or
intuitive reasoning? If the answer to this question points toward the intuitive reasoning,
arises a second question: But what is even an intuitive reasoning? With attention to answer
this later question, and others that arises, naturally, adopts the perspective of Fischbein
(1987), in relation to a proposed description of categories for the intuition. Thus, emphasis
is places on its significance in the context of problem solving about the Differential and
Integral Calculus. The consideration of such intuitive categories acquires importance in that
it proposes an approach that relies on technology in order to explore the visualization and
therefore the production of propositional sentences, derived from an established
relationship between subject/mathematician. Finally, the work explores some examples
(generalized integral and the implicit function theorem) and indicate perspectives that act
to soften the arbitrary effects of the formalism.

KEYWORDS: Intuition. Calculus. Problem resolution. Intuitive categories.
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