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Introducao

Finalmente, esta monografia esta dividida em trés capitulos, ...

O autor agradece a comissao da organizagao do XIIT ERMAC pela aceitagdo e a boa disposigao
para fazer todo o processo de esclarecimento sobre o encaminhamento do material e a logistica

sobre a producao do material impresso.
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Capitulo 1

Modelagem de uma Equacao de
Evolucao de Frentes de Onda em

Reacoes Quimicas

1.1 Introducao

Em reagoes quimicas tais como a mistura de acidos iodato-arsénico, encontra-se frentes
exotérmicas de reacoes auto-cataliticas convertendo o fluido nao reagido de densidade um, num

fluido reagido de menor densidade.

Trabalhos experimentais tém demonstrado a existéncia de frentes com curvatura constante,
movendo-se a velocidade constante. A curvatura destas frentes é devido a presenca de um
estado convectivo do fluido, préximo a frente de reacdo. O movimento convectivo é devido a

instabilidade hidrodindmica do sistema.

A instabilidade pode aparecer pela diferenca de densidades entre os fluidos reagidos e nao
reagidos, (modelo de Rayleigh-Taylor) ou por efeitos térmicos, (modelo de Rayleigh-Bernard).
Como j4 foi mostrado em Wilder, et al [7], efeitos térmicos s@o de uma menor importancia que
a diferenca de densidade entre o fluido reagido e nao reagido, como resultado disto, devemos

somente considerar os casos limites de difusitividade térmica infinita e zero.

Recentes experimentos mostram estados de convecgao assimétrico, proximos a frente de reagao

do 4cido iodato-arsénico em tubos verticais longos.

1
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1.2 As Equacgoes do Movimento

As equagtes governando estes sistemas autocatalisticos envolvendo propagagao reacao-difusao

tém sido derivadas previamente em Edwards, et al [5].

Como estamos considerando a frente como uma fonte de calor (devido a natureza exotérmica da
reagao), a conservagao da energia causa variagoes descontinuas do gradiente de temperatura na
frente de onda, enquanto a temperatura tem variagao continua. Outra consideracao é quantificar
como a densidade dos fluidos mudam com a temperatura. Dado que a variacao da densidade no
fluido é pequena causada pela expansao térmica, podemos considerar uma variacao de primeira

ordem entre as densidades. Escreveremos como
p(T) = pa[1 — (T = T1)] (L1)

onde p(T) é a densidade na temperatura T, p; é a densidade na temperatura referéncia T; e
a é o classico coeficiente de dilatacdo térmica, sobre pressao constante. (Existe uma equagao

correspondente para cada fluido).

A diferenga relativa entre a densidade destes dois fluidos na frente é um dos parametros chaves

neste estudo e é definido por:

s = P —°F (1.2)

onde p® é a densidade do fluido acima da frente (ndo reagido) e p’ é a densidade do fluido abaixo
da frente (reagido) também chamaremos dp o valor de § onde a difusibilidade térmica assumida

¢é zero e 91 o valor de § onde a difusibilidade térmica assumida ¢é infinita.

Se na adicao destas hipéteses assumirmos infinita a difusibilidade térmica, o sistema de equagoes

é segundo Wilder, et al [7]

8—V+(V V)V = —VP, +vV?V (1.3)
ot p1
V-V=0 (1.4)
. OH _
= — —n-V]— 1
c=n-Zo- =0 Vl0e=n (1.5)

Com condigoes de salto através da regiao entre o fluido reagido e nao reagido dado por:
[-V]IE=0

MxV]F=0
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[P]E = [niny T 1E = 61p19H
leijxnmTiy]t =0

e tensor de stress viscoso

onde:

P, é a pressao reduzida dada por P, = P + p1gz;

v é a viscosidade cinematica;

¢ a velocidade da frente normal com respeito ao fluido nao reagido;

H é a posicao vertical da frente como funcao de (z,y, 2);

7 é um vetor unitdrio normal na frente, apontado no fluido nao reagido;

€;jk € o tensor totalmente anti-simétrico definido tal que €123 = €231 = €312 = 1, €321 = €213 =
€132 = —1 e ¢ = 0 fora isso. A notacao [f]f indica a diferenca de valores entre a quantidade
& nos lados reagidos e nao reagidos da frente.

A seguir definimos as coordenadas adimensionais z* e t* tal que x = vc; lpx et = vey Zgx,

onde ¢y é a velocidade da frente na auséncia de condugao de calor (obtida experimentalmente)

e varidveis dependentes adimensionais por
p(a*, ") = (1) " Pr(x, )
k(z*,t*) = vey 'K (w0, )
v(z*, 1) = ¢y 'V (w, t)
h(z*,t*) = v teoH(z, t)

onde K ¢ a curvatura dimensionada da frente. Podemos escrever as equagcoes (1.3), (1.4) e (1.5)

em forma adimensional, com equacoes movimento

0
a—:—l—(v-V)v: —Vp+ V% (1.6)
V.-v=0 (1.7)
h
ﬁ-?a—:ﬁm_—l—l—i—ﬂck (1.8)
ot
Com condigoes de salto
m-v]T =0
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[ xv]T =0
[P = 6:1Gh — [nin; T3] T
leijunin; T T =0
e tensor de stress viscoso

ov;  Ov;
A A ——
K dxj;  Ox;’

onde temos usado a velocidade eikonal ¢ = ¢y + Do K e temos abandonado o asterisco para
as varidaveis adimensionais. A velocidade eikonal relata a velocidade da frente normal para a
velocidade de uma frente plana, na auséncia de condugao de calor (cp), a curvatura da frente

(k) e a difusibilidade quimica da espécie reagente (D).

Os parametros adimensionais que aparecem nestas equacoes sao

G= gVCQ_3
e
D¢
:DC: -
v

onde D¢ é a difusibilidade quimica. O vetor unitario normal na frente apontando no fluido nao
reagido é dado por
P z—Vh .
(1+[Vh[?)2
onde o sinal “+ “ é usado no fluido nao reagido, que esta acima da frente (propagacao ascen-

dente).

No caso de difusibilidade térmica zero, é facilmente visto que a unica diferenca nas equacgoes é

que §; € substituido por

0o = 01 + AT,

onde « é o coeficiente de expansao térmica de fluido, e AT é o salto de temperatura através da
interface [5]. Como esta é a tinica mudanga necesséaria para considerar os dois casos, no restante
deste trabalho nds devemos usar o simbolo § sem o subscrito para significar que ele pode ser ;

ou J9, dependendo de qual caso estd sendo considerado

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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1.3 Resultados para a estabilidade linear de frentes horizontais

planas

Neste trabalho devemos restringir ao caso de sistema lateralmente ilimitado, isso ird permitir o
estudo da instabilidade da frente sem a influéncia das bordas. A andlise da estabilidade linear

deste sistema tem sido considerada previamente, e pode ser encontrada em detalhes em [5].

As equagoes (1.6), (1.7) e (1.8) foram derivadas para uma coordenada fixa construida em uma
propagacao ascendente de frente horizontal. A localizacdo da frente ndo-pertubada é fixada em
z = h = 0. O fluido néo reagido estd no dominio z > 0 (para propagacao ascendente da frente),
enquanto o fluido reagido esté descrito por z < 0. Nesta construcao, as equagoes (1.6), (1.7)
e (1.8) produzem velocidade do fluido adimensional constante e perfil de temperatura para a

frente plana nao distribuida (com k=0)

v = 2. (1.9)

Executando o modelo da andlise da estabilidade linear, introduzimos uma pequena pertubacao

dependente do tempo para o estado constante na forma

h=hW (1.10)
v =00 40 (1.11)
p=p? +p® (1.12)

Com expressoes similares para n e k. Substituindo estas expressoes nas equagoes (1.6), (1.7),
(1.8) e retendo os termos lineares nas pertubagoes, produzimos um sistema linear de equagoes
diferenciais parciais e condi¢Ges de salto. Como estas equagOes representam um conjunto de
equagoes diferenciais homogéneas e lineares podemos introduzir uma pertubacao nimero onda
g e taxa de crescimento o, e favorecer as pertubacoes R, v e p) com dependéncia

‘az+ot Como detalhado na referéncia [5], o problema pode ser reescrito somente

exponencial e
em termos da componente vertical da velocidade perturbada w). Isto leva para uma equagio

diferencial ordindria linear a qual esta resolvida para dar a solucao mostrada abaixo

— k_
iqrt+ot o Ae” ¥+ Be"* ,z>0 (1.13)

Ce? + DeF+* 2 <0

1 1
ki=—44/- 2, 1.14
+ 5 w4+a+q (1.14)

XIIT ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parand
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Se assumirmos a forma para a posi¢ao da frente ser
p) = pelartot (1.15)

e usar isto adiante nas condigoes de salto na componente vertical da pertubacao de velocidade,
o problema reduz a um sistema algébrico linear descrevendo o inicio da conducao de calor. A
solucao deste sistema leva a uma condicao de auto-valor na taxa de crescimento ¢ e nimero

onda ¢ da pertubagao na forma abaixo, veja [5]
54Gla +20(q — 5)] — 45(0 + Dog®) (@ — o) = 0 (1.16)

onde

1 1/2
s=(-+0+q .
4

Se examinarmos a regiao perto do inicio da condugao de calor (¢ = ¢.) encontramos que

5G \ /3

5G )
o= Tq_ch (g~ qe). (1.18)

Se examinarmos o comportamento de o quando (¢ — 0) temos que, veja em [5].
1 1/2
o= (25Gq) , (g —0) (1.19)

Notemos que (1.17), (1.18) e (1.19) implicam que para qualquer valor de 6 maior que zero a
frente plana é estavel se as pertubagoes sao adotadas com comprimento de ondas maior que um

dado
o
g

Ac

1.4 Determinacao das escalas a serem usadas nas expansoes

assintoticas

Como tem sido visto em trabalhos prévios a instabilidade da frente é devido a diferenca da
densidade relativa entre o fluido reagido e o nao reagido, d1(dy), ser diferente de zero. Devido a
importancia deste parametro e sua insignificancia, iremos olhar para solugoes do problema que

podem ser escritas como expansoes de termos deste pequeno parametro.

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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Também precisaremos determinar as escalas necessarias para varidveis de espaco e tempo. Para
isso, consideremos o seguinte: devemos de novo assumir que as solucoes sao da forma dada pelas
equagoes (1.10), e as pertubagdes estamos na tentativa de encontrar. Assim, a andlise linear

descrita acima pode ser usada para encontrar as escalas apropriadas em termos do parametro

0.

Se examinarmos as equagoes (1.17), (1.18) e notar que devido a insignificancia de D¢ podemos

escrever Do = 0(9), é claro que ¢ = O(1) e 0 = O(9).

Usando os resultados da anélise linear, resolvendo para os coeficientes, e usando as escalas acima

para g e o é encontrado que

oM = 0(8?)

p) = 0(5).

As escalas para ¢ e o sugerem t = O(J) e x = O(1). Se examinarmos as equagoes (1.13),
veremos que as escalas de ¢, k+ e k_ s@o todas O(1) assim, a escala apropriada para z deve
ser z = O(1). Devemos notar que esta coordenada z nao é o z da construgao anterior, mas o
z definido por z = z + H(x,t). Para uma andlise nao-linear, nao devemos restringir a pequena
pertubacao h(V(z,t), e sim devemos usar 2 = z+ F(z,t) (onde Z é a posicio vertical construida
em laboratdrio) para fazer esta diferenga mais ébvia. Notemos que nesta notacdo, z = 0
corresponde a localizacdo da frente verticalmente. Entdo as escalas sao encontradas para a

andlise linear na variavel z, a qual mede o deslocamento vertical para frente de propagacao.

Assim, pela andlise linear nds chegamos nas seguintes varidveis caracteristicas de espaco e tempo.

n=uc (1.20)
E=2z (1.21)
T =0t (1.22)

Nao ¢é possivel obter a escala de F' pela andlise linear. Porém, se usarmos as escalas acima na

equagao (1.8), é 6bvio que todos os termos devem estar na mesma ordem de §, entao devemos

ter F' = 0(9).

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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1.5 Derivacao da equacao de evolucao

Fazendo a andlise assintética, veja Bona, et al [4] e Kevorkian, et al [6], devemos usar as escalas
descritas acima para espago e tempo, bem como aquelas para outras varidveis e parametros

envolvidos, e assumir expansoes assintoticas para variaveis na forma
_ 52
Vg = 5 [UO(nvfa T) + 5“1(77’577_) + ]

UV, = -1 + 52[100(77757 T) + (5101(7’],5,7') + ]
p=p +8%[po(n. &, 7) + op1(n, &, 7) + ...]

F= 5[f0(77a T) + 5f1(7777—) + ]

onde p(® é a solugdo para a frente plana encontrada pela andlise da estabilidade linear, a qual
era exatamente uma constante. Se estas formas forem usadas na equacoes (1.6), (1.7), (1.8) e

os termos de baixa ordem sao examinados, o sistema reduz a

8uo o % 82 Uuo 82UO

2 1.2
e~ on "o T oe (1:23)
8w0 . ap() 82100 32100
auO 8w0
v, 770 1.2
oy T oe (1.25)
dfo 0%fo 1 [0f\"
or —ACTHQ‘Fi 8777 +wo(n,0,7), (1.26)
com condicoes de salto
[UQ]i_ =0
[wo}f =0

%+8w0 +:0
o8 On |_

[po]™ = —Gfo

onde temos usado Do = dAc.

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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Verifiquemos a equacao (1.26), pela equacao (1.8) temos que ﬁ?a =nv_ + 1+ Dck que sera
_OF R > —Vh
tomada por nz— = nv_ + 1+ Dgk. Lembrando que 1 = jzzil, temos
ot (1+|Vh[?)2
1 OF
A= (-Z01);  2=(0,01
Z (-5e01)s 2= 00

com
n=u; &=z eT = it
Dai
OF _OF or _ oF
ot or'ot ot
ou seja,

or dfo 20f1

que é equivalente a

OF _ 20fo , 3901
o =4 7 +6 o7 + ...
Por outro lado,
7% = S
oF\2]?
v+ (5)
logo,
no = - ! —- <—aa§,0, 1> (52UO +53U1+, w0, -1+ 52200 +53w1 +...)
2] 2
1+(Wv
ox
1 oF 2 3 2 3
= — —. —%(6u0+6u1+...)+(—1)+6w0+5w1+... :
27 2
1+<Mv
oz
Assim
1 oF 1 OF
rar - |-G (ot S o) (1) + Pun

1
OF\?2
H(ax)

83wy +-- ] (14 Dck),

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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entao
1
OF [ OF\ 5 ) 5 OF\?|?
T —(—am>(5uo—|—(5u1+...)—1+5wo—i—éwl—i—...—i—(l—i—Dck) 1+ e
Dai,
0 0 0 0
B G = (G-t G ) Cuk Pt ) e
53w1+...

N

< (1+ Dek)

1+ OF \*
ox

Pela referéncia [5] temos que
O°F
k= 8952

4 (9FY
ox

Y

N|wW

entao
dfo df1 dfo  Ofi
27 37 P — _3 _—_ — ) — o — 2 3 “e e
) o +4 6r+ 5< on 66n+”' (up +oug +--+) — 1+ 0%wo + 5wy +
aF\?]? D.%% oF\?]?
-+ 1+<8x) +3¢”23.[1+<ax>
1+ (%)°]
Agora
1
14 (% : o1l 2+
or N 2\ Oz
OF\®> [ .0fs  50f 2 9 (0f0\® | 50f00f
1+ aF ? 5—1_’_521 % 2_1_531%%
Ox N 2\ On 20n on 7
1 . _(oF 2+
L. (9F 2 Ox '
n a)
0’F
Deon? PR (0FN' | PP, PF (RN
OF\%2 ¢ 0x? ox ST a2 “ 0z ox T
1+<>
ox
Assim,
2F  9%fy L0
92 _58772 +9 an? + ...

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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D—a2F 2 2
“Ox? 9% fo 2. 970
— - =D+ ..=0DAc—5 + ...
<8F>2 58772 + 0 an? +
| (e
ox
com
AC:%eDC:O(é)
Portanto,
dfo 9fo  Of1
27 “e . — 3 - . “ e “ e —
o=+ 5( o 877+ (uo +dur +---) =1+
2 2
+52w0+53w1+...+1+52} % +...+52AC%+...
2\ dn on?
or 2\ on “opz T

A equagao (1.26) representa uma equacao nao-linear para a propagacao da frente a qual esta
incluida o fluxo do fluido somente através do ultimo termo no lado direito o qual é a velocidade
vertical do fluido na frente. As equacoes (1.23), (1.24) e (1.25) podem agora ser resolvidas para

encontrar wy(n, 0, 7) para ser usada em (1.26).

Fazendo assim, pensamos que no final das contas deve ser explorado a dinamica da frente pelo
método de diferenca finita para analisar a equacao (1.26). Como ele é impossivel para resolver
um problema o qual tem uma extensao regional infinita, devemos travar a dimensao do espaco
lateral em algum valor finito de 1. Devemos impor condi¢oes de borda periddica no fim do
dominio, ou seja
fO(_Tru T) = fO(ﬂ-7 T)

0 Ofo(m, T

ﬁ(fﬂ"'r) = 7120( ’ )
on on
Com isto em mente devemos agora considerar o problema posto na equagoes (1.23), (1.24) e

(1.25) com condigdes de salto.

Para se obter as equagdes ((1.23) a (1.26)) foram necessdarias escalas de varidveis apropriadas,
poderiamos continuar o trabalho nestas varidveis, porém a forma das equacgoes sao simplificadas
se retornar-mos as varidveis originais, isto é, substituiremos 1 por x, £ por z, T por dt, wg por

Wo Uo Fo o _ De
52 uoporﬁ,fporfe c=5"

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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Entao voltando (1.26) em termos originais temos

fe . 0o 1 (0f?
or - A 877 + 8,'7 + wo(n’ Oa T)a

0 (0R\ D¢ & (0F +1 0 (9F, 2+W0(a:,0,5t)
at\ 5 ) 6 o2\ 6 ANE 2
10F, , 10*F 1 1 (8F)\> Wo(z,0,dt)
cﬂat_DOﬁaa;?Jerré?(ax L PR
2
OFy _ 5 O%Fy 1(8F0

ot ¢ ox2

2
o ) + Wo(z,0,0t). (1.27)

Se ap6s transformarmos as equagoes ((1.23) - (1.25)) uma vez escrita a velocidade do fluido em

termos da funcgao corrente

e tomarmos a transformada de Fourier (com respeito a coordenada lateral z) da equagao para

a funcao corrente resultando pela consideragao ((1.23) - (1.25)), é visivel que a fungao corrente

cumpre

92 2.9 [
<az2 k2) ¢k+a (82 k:2>¢> =0, (1.28)

com condicoes de salto

[on]F =
a1+

oo |

o
0%,

5

B
oy, . ~
[ = ] — _ikéGEL,

onde ¢ e Fj sao as transformadas de Fourier de ¢ e Fy com respeito a x respectivamente.

w
Verifiquemos a equagao (1.28), substituiremos n por z, { por z, T por dt, wy por 5—20,
Uy Fy 0 0

e fo por — e ¢ : Funcao corrente, tal que Uy = ——¢ e Wy = —d)
52 5 0z Ox

Verificando (1.25) temos

ug por

dw _ 0 (W) _ 100,
on  ox \62) 42 Ox

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana
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duy _ 0 (W) _ 1 oW
o 0z \ 62 ) 62 0z
Portanto
8’&0 6w0 . 1 an 1 8Wo _ an (9W0 _
T VT e T e: T e T e
e
aly _ ¢ W, 0%
Ox 0xdz =~ 0z  020x’
Agora verificando (1.23) temos
) () _ _om P (00} P (Uo
9z \ 68 ) Ox Oz \ 42 022 \ 62
_i% o 8})0 1 62U0 i82U0
82 9z Oz | 62 022 ' &2 922
9o _52% 0°Uy | Uy (+)
0z oxr  Ox? 022
Analogamente de (1.24), temos
JOwo _ Opy  Dwy  Dwy  Dwo _ o0p0 | OPwo  Owy
o 0¢ 0€2 0z 0z Ox2 022
Agora de (*) substituindo Uy = ~ 5 temos
2 2 2 3 3
0 (L06Y | pdm 0 (06 B (00N Do Lom Fo 0
0z 0z o 0x2 \ 9z ) 022 0z 022 Ox 0220z 023
. ¢
e substituindo Wy = 5z ™ (**) temos
x
08\ _ _pOp0 | 0" (06 O (0 b _ n0p  O¢ 0% (24)
8z Ox 0z  0x% \ Ox 022 \ Oz 0z0xr 0z  0x3 02201
Derivando (1*) em relagao a z
Po__potw o 9 _nop o o'
023 020x 020220z Ozt 020x 022022 9%
Derivando (2*) em relagdo a = temos
o a3¢ _ _52 apo @ 84¢ (b)
02022 0rdz  Ox* 022022
Fazendo (a) - (b) temos
@+ 03 L 0% e 0 FoR0)
023 ' 02012 022022 024 91t 022022
0 (0 00N (0 0 ot o
0z \ 022 022) 022022 0z*  Oxt 012022

XIIT ERMAC
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o (8% 9% 92 9%20\*
w(&f%w>+ﬁw+aﬁ)—“

Isso verifica (1.28), depois de resolver este problema e tomando a inversa da transformada de

Fourier uma vez achamos

—+00 —+00
Wo(z,0,t) / / ik(e=a) _F0(@,1) d:p’dk:. (1.29)
VE2 +1/4

Analogamente no caso periédico, encontramos

Wo(z,0,t) io gike=a) _F0@D (1.30)
< VEE+1/4 '

Verifiquemos a equacao (1.30)

§G X (1 /H e B2t
Wo(z,0,t) = — e — et 1Ly
0( ) 4 i (27-‘- o /k:2+1/4

=—00

_ S e (L[ B
B 4@ Z (x/ﬂ/_7r \/k2+1/4d )

_ f xFo/ft)
- 4@ VEZ+1/4

_ G Bk
-0 \VeEna)

onde F~! ¢ a transformada de Fourier inversa. Logo

0G 1

Wo(k,t) = — —————TFy(k, t)dk.
(k1) = 5~ Folhs
Dizemos que
¢ N
W() - = Wo(k t) lk(f)k(o,t).
ox
Logo
or(0,1) = % _Folk.t) (1.31)

y ky/k?+1/4

J
ng logo, (1.28) é equiva-

Seja a equacdo (1.28), chamamos y(z) = ¢x(z,t) e denotamos D’ =
lente a

(D? — k*)%*y + D(D? — k*)y = (1.32)

Logo obtemos

yw _ /<:2y” . k2y” + /<:4y+y”’ _ k2y' = 0.
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E entao teremos

ym)+_ynl__2k2yu —-k2y'+—k4y —0. (1.33)
Supondo solucoes da forma
y = Ce)\z; y/ _ )\Ce)\z; y// _ )\ZCeAz; y/// _ ASCe)\z; y(zv) _ )\406/\'2.

Substituindo em (1.33) obtemos,

AL+ X% — 26202 — B2\ + kY CeM =0,
e temos a equacao algébrica
M 282X 2N+t =0 (1.34)
Observamos que k e —k sao raizes de (1.34), logo fatorando (1.34) temos

A=E) A+ k)N + X —Ek%) =0.

E teremos como raizes de (1.34)

1 / 1 1 / 1
1 9 2 ) 3 2+ +47 4 2 +4

Entao (1.28) tem solugoes gerais da forma

( 1 \/k2 1) ( 1 \/k2 1)
-5+ +— 1z —=— +—
y1(z) = Ae?® + Ase ™ + Age 2 4 + Aye 2 4

1 \/k2 1) ( 1 \/k2 1)
—=+ +— ]z ——— +—
2 4 + Bye 2 4

9

para z < 0 e

)

ya2(z) = Bie** 4+ Boe ™k 4+ Bge(

para z > 0.

Suponhamos as solucoes limitadas y; e y2 de (1.28), assim obtemos que Ay = Ay =0e By =

Bs = 0 entao,

1 /kQ 1)
=+ +—= 1z
2 4 , 2<0
1 \/k2 1)
—_—— _l'_—
2 4 -0

ya(z) = Bae k% 4 B4e( , Z

y() = y1(z) = AreP* + A36<

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 16

Da condigdo [¢]T = 0 se, e somente se, lim (y(z)) — lim (y(z)), logo

r—0t z—0~
Jim (y(2)) = lim (y2(2)) = Bz + By

lim (y(=)) = lim (41(2)) = A1 + As,

z2—0~ z—0~
o que resulta em
By + By = Ay + As. (135)
oo |
De 6,:] = 0 se, e somente se, zl—i>I(I)1+(y/(t)) — Zl_i%{ (y/'(2)) = 0, logo
1 /1
1 1 (-2—\/k2+4) z

lim (¢/(2)) = Lim (¢ ' () = —kBoe k? ——\/1#7 5

Jim (4/(2)) = lim (v3(2), 95 (2) 2+ (=3 + ) B |
também

_—— k2+7 z
lim (y/(2)) = lim (y}(2)), ¥,(2) = kA1 + (—1 — /K2 + l) Age( 2 \/ 4) .

z—0~ z—0~ 2

Portanto

2—0t

. 1 1
Zlggf(y’(Z)) = kA + (—2 — /K2 + 4> As,

1 1
lim (y'(2)) = —kB2 + (2 — 1/ k2 + 4> By

logo, obtemos a equacao

1 / 1 1 1
_ _ - _ 2 _ _ - 2 -
kBy + ( 5 k? + 4> Bs+ kA + ( 5 k? + 4) As. (1.36)

o~ 1+
De aaik] . = 0 se, e somente se, ZEI(I)l+(y”(Z)) — Zl_i)%li(y”(z)) =0, logo
: ! _ . 7
Jim () = Jim (45(2)
e
(23
1 1 SR

assim

z—0t

1 1
lim (y"(2)) = k*By + (—2 —\ /K% + 4) B,. (1.37)
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Por outro lado,

lim (y"(z)) = lim (y/(2)),

z—0~ z—0—
[23)
1 1 TP )R
ylll(z) = szlekZ + <—2 - k‘2 + 4> A3€ 2 4
€
. 7 2 1 9 1
lim (y7(2)) = K" Ar+ | =5 =[R2+ 7 | As. (1.38)

De (1.37) e (1.38) obtemos
k’By + —1—,/k2+1 Bt kA + -2 Jie+i)a (1.39)
2 5 1) 54 1 2 1) 4 .
N

+
) .
Agora de [8 k] = —ikdGF},

023

se, e somente se, lim (y"”'(2)) — lim (y"(2)) = —ik6GE}, logo

z—0t z—0~
lim (y"(2)) = lim (WY (z
B 0+(y (2) B 0+(92< )

1 1
lim (y"”(2)) = —k>By + (- — /K2 + 4) By. (1.40)

Por outro lado,

2

3
liréli(yi”(z)) =k3A; + (—; + 4/ k2 + i) . (1.41)

de (1.40) e (1.41) obtemos

3 3
1 1 1 / 1
—kSBQ -+ <—2 — /K2 + 4> By — —k3A1 + (—2 — /K2 + 4> Az > =

—ik6GFy.  (1.42)

1 /1
1 1 3 (—2+ k2+4) z
ul'(2) = K2 Aue™ | =+ [K2 4 | Ase

De (1.35), (1.36), (1.39) e (1.42) obtemos o seguinte sistema
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(

Ay + A3+ (=B2) + (—By) =0

v (L)oo (Sl 1) om =
2 2
K2A; + (—; + m> Az + (=k)*(=B2) + (—; + /K2 — i) (=Bs) =0
1
2

3 3
1 1 1 -~
HA1+<—2+,M9+4>4%+%—m%—3ﬁ+ —-+ k?—4)(—B@ = ikdGF},
\
(1.43)
Observamos que o sistema (1.43) tem a forma
1 1 1 1 Ay 0
A A2 A3 M As 0
NOA2 A2 R B, 0
A3 A3 N —By ik6GFy,
1 / 1 1 / 1
onde A1 = k; )\2:—5—1- k‘2+1; A3 = —k; e)\4:—§+ ]{:2—1.
Temos assim que
1 1 1 1
Al A2 A3 M
det = (A2— A1) (A3 = A1) (Aa— A1) (A3 — A2) (A1 — A2) (Mg — A3) € o conhecido

AAS AR

3 y3 13 3
AT A A3 Ay
determinante de Vandermond.

Observamos que

1 1 1 1

—_— = 2 —_ — — M — :—2‘ — = — 2 — —

Ao — A \M:+4 <k+2>, A3 — A1 k; AL — A \M:+4+<k+2>
1 1

25 R I A

VR ( 5

)

A — A= —

/ 1
k24 =
+ T

além disso,

; AL — A =

A2 =AM — A1) =k

(A3 — A2) (A4 — A3) = K,

logo, usando a regra de Crammer, obtemos

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 19

P ikdG F, _ ik0GF, _ ikéGE,
T 0 =) s =) — A1) k2 2k

Por outro lado,

ik§GEy
(A2 = A1) (A3 — A2) (Mg — A2)

1 1
De (A2 — A1)(Ag — A2) = (/K2 + 7 g ‘temosque
1 1 1
()\2 — )\1)()\3 — )\2)()\4 — )\2) = —2\/k2 + Z <\/k2 + 1 — 2) ,

Ag =

logo, N
j F
A3 _ 1kéG k :
1 1 1
24/ k2 + = K24+ - — =
i (yei-3)
portanto,
ik6GFy, | 1 1
Ay 4 Ag = -0k ,
2 k 1 1 1
\/ k2 4 — \/ k24— — o
4 4 2
que é equivalente a
ik6GF, 1 ik6GF,

A+ Az =— - =5
o 2 21«2,//<:2+1 414,/14:2+1
4 4

Da condicdo [¢x]T = 0, temos que y(z) é continua em z =0 e

limy(z) = lim y1(2) = A1 + A3,

z—0 z—0—

entao

ik6G

17
Ak [ K2 +
+4

(;gk(o,t) = A+ A3 = —

o que prova (1.31).

Assim, (1.27), no caso continuo, torna-se

6F0 82F0 8F0 +oo +oo / F()(QZ‘ t)
=D, ethle=2) D0 gy dk 1.44
ot da% "2 ( / / VE2 +1/4 ) 4y
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e no caso periodico
OF, PFy 1 [(0F\? 6G X [T ey Folat)
=D — — ih(w—a’) “OT 0 ! 1.45
ot € Ox2 2\ Ox + 8 W /_7T € k2 +1/4 v ( )
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Capitulo 2

Equacoes de Evolucao - Teoria

2.1 O Teorema de Hille-Yosida

Na proxima definicao I é a identidade em X.

Definigao 1. Seja X um espago de Banach.Uma familia 7'(¢t),0 < t < oo, de operadores lineares

limitados em X é chamada um semigrupo de operadores lineares limitados em X se

a) T(0)=1I.

b) T(t+s)=T(t)T(s),t,s > 0.

O operador linear definido por

T(t)x —
b= {rex13 iy 077)

é chamado o gerador infinitesimal do semigrupo 7'(¢).

Definigao 2. Seja X um espago de Banach. Um semigrupo T'(t), 0 < ¢t < oo de Operadores

Lineares Limitados em X é dito um semigrupo fortemente continuo se

tlir(])a+ T(t)x = x, para todo z € X.

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado um

semigrupo de classe Cp ou um semigrupo Cj.

21
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Teorema 2.1. (Hille-Yosida). Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes T(t), t > 0, se, e somente se

a) A é fechado e densamente definido.

b) O conjunto resolvente de A p(A) 2 (0,00) e para todo A > 0

1

1RO, A)llscx) < 5

Sobre a teoria desta secdo, veja [10], [11] e [2].

2.2 Teoria Quasilinear de Kato

2.2.1 A Equacao Linear

As notacoes estabelecidas a seguir serao usadas nos préximos capitulos. Sejam X e Y espacos
de Banach, entdo. X < Y significartd X CY, X =Y e I : X — Y continua, onde I denota a

aplicacao indentidade.

Seja X um espaco de Banach. Considere o problema de Cauchy

(@) % + A(t)u = f(t), t€]0,T] @.1)
u(0) = ¢ € X.

A seguir enunciaremos os principais resultados sobre (L) que serao utilizados no estudo da

equacao Quasilinear. A solugao de (L) é dada formalmente por
§) ) =0+ [ U
onde U (t, s) é chamado operador de evolugao, definido como a aplicacao
(t,s) e A={(t,s)|[0<s<t<T}+—Ult,s) € B(X),

tal que u(t) = U(t, s)¢ é solugdo do problema de Cauchy

du
— HAMu=0, te0,T] (2.2)
u(s) =¢ € X.

A seguir faremos as hipdteses necessarias para a construcado do operador de evolucdo. Seja
G(X, M, B3) o conjunto dos operadores lineares A em X tais que —A gera um semigrupo {e 4}

de classe Cy e [e ™| < MePt, 0 <t < .
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A familia {A(t)}o<t<7 ¢ dita estdvel se existem M, (3 tais que

k

ITIAG) + N7 < MO =B)F, A> 5, (2.3)

i=1
para todo 0 < t; < ... <t <T. O produto anterior é temporalmente ordenado, isto é, A(t;) esta

a esquerda de A(t;) se t; > t;. O par M, 3 é chamado indice de estabilidade para {A(t) }o<i<7-

Exercicio 2.2. Mostre que (2.3) é equivalente a
k
| H(;S]‘A(t]’)H < MeBlsrttse), (2.4)
j=1
para todo t; como em (2.3), s; > 0, onde o produto no lado esquerdo é temporalmente ordenado.

Note que se A(t) € G(X,1,3), entdo {A(t)}o<i<7} € estavel com indice de estabilidade 1, 3.
Considere as hip6teses
i) A familia {A(t)}{o<¢<7} € estdvel com indice de estabilidade M, 3.

ii) Existe um espago de Banach Y C X e um isomorfismo S : Y — X tal que
SA(t)S™' = A(t) + B(t), (2.5)

onde B(t) € B(X),0<t<T,te€[0,T] — B(t) é fortemente mensuravel(isto é, t € [0,T] —
B(t)z ¢é fortemente mensuravel para cada x € X) e t — ||B(t)|lpx) ¢ integrdvel superior-

mente em [0, 7.

iii) Y € D(A(t)), para todo 0 < ¢t < T. Entao A(t) € B(Y, X)(consequéncia do teorema do

Gréfico Fechado). Além disso, t — A(t) é continua em norma.

Teorema 2.3. Se i), ii) e iii) sdo satisfeitas, entdo existe um unico operador de evolugdo

{U(t,s)} definido em A\, satisfazendo as propriedades

a) U: /A — B(X) € fortemente continua, com U (s, s) = 1.
b) U(t,s)U(s,r)=Ul(t,r).
c) Ult,s)Y CY eU : A — B(Y) € fortemente continua.

d) %U(t, s)=—-At)U(t,s) e %U(t, s) =U(t,s)A(s), existem no sentido forte em B(Y,X),

e sao fortemente continuas de /N em B(Y, X).
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Além disso definindo

[Ulloe,x = sup [[U(, 5)]|5(x),

(t,s)EN
temos que
U] oo.x < MePT (2.6)
1Ullso,y < 1S llmvx0) 1Sl x ) MePTHMIBlx (2.7)

onde ||B|1,x = fOT(*)HB(t)HB(X)dt, onde (%) denota integral superior.

Teorema 2.4. Seja u dada por (S), entio se ¢ €Y e f € C([0,T],X) N LY([0,T],Y), entdo
u € C([0,T],Y)NCLY[0,T), X) e u satisfaz (L).

Além disso

[elloo,x < Ulloox (l¢llx + [1£]11.x) (2.8)

[ulloo,y < U oo,y (|@lly + [[]l1,y) (2.9)
du
Hdt < W flloo,x + 1A oo, 3oy (ISl + [1f1l1,v) (2.10)
00, X
Considere
du’
7+A/t I /t,tEO,T
() 7 tu' = f'(t) [0, 7] 2.11)
u'(0) = ¢’ € X.

Suponha que (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas para {A’(t)} com os mesmos Y e S, entdo existe

{U'(t,s)} o operador de evolugao para (L’).

Teorema 2.5. Seja ¢ € Y, f € LY[0,T],Y), ¢ € X e f' € LY([0,T],X). Se u e v sdo

solugoes de (L) e (L’) respectivamente, entao
[u" = ulloo,x < U lloo,x (16" = Sllx + 1f" = fllr.x + I(A" = A)ull1,x). (2.12)

Note que u € C([0,T),Y) pelo teorema (2.4), entdao (A'(t) — A(t))u(t) € X.
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Teorema 2.6. Sejam ¢, ¢' €Y e f, f' € L([0,T],Y). Entdo

I = ulloey < K16 = dlly + If = Flby + (B = B)Sulix + hlloex],  (213)

onde onde k' depende apenas de |[U'||oo.x € U |0y €

h(t) = (U'(t,0) — U(t,0))S¢ + /Ot(U’(t, s) — U(t,s))g(s)ds,

g(s) = Sf(s) — B(s)Su(s). (2.14)

Note que g(s) € X pois u(s) € Y pelo teorema (2.4).

A seguir, formularemos a dependéncia continua. Considere a sequéncia de equagées em X

du™
S A = ), te0,T
an | G e =re, e -
u™(0) = ¢" € X.
onde n = 1,2,... . Suponha que A" satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) uniformemente em n.

Isto quer dizer que M e 3 podem ser escolhidos independentes de n, e Y e S sdo comuns a todos

os (L"). Entao {U"(t,s)} existe para {A" (%)} o<i<7}-

Teorema 2.7. Nas hipdteses anteriores suponha que

A"(t) — A(t) fortemente em B(Y,X) q.t.p em t (2.16)
e
/E A" ()|l B(v,x)dt — 0, com |E| — 0 uniformemente em n, (2.17)
onde | | = medida de Lebesgue.
Entao
U"(t,s) — U(t,s) fortemente em B(X) uniformemente em t e s. (2.18)

Temos também que se " — ¢ em X e f* — f em LY[0,T],X), entao u™ — u em

C([0,T],X), onde u™ e u sao solugoes para (L™) e (L) respectivamente.
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2.2.2 A Equagao Quasilinear

O nosso objetivo é resolver o problema de Cauchy

o % + At u)u = f(t,u), te[0,T] (2.19)
ul0)=¢e X

onde A(t,y) é um operador linear em X para cada ¢t € [0,7] e y € X. Chamamos A(t,u)u de

parte quasilinear e f(¢,u) de parte semi-linear.

Para resolver (Q)) prosseguimos da seguinte forma, para certas fungoes t — v(t) € X, consid-

eramos o problema linear

du
(LY = HAGv®)u = f(t0(1), te[0,T] (2:20)

u(0) = ¢ € X.

Se (L") tem solugao u, consideramos a fungao v — u = ®v e mostramos que ¢ tem um ponto

fixo. O ponto fixo para ® e solucao de (Q).
Sobre (Q) assumiremos as hipdteses :

(X) X é espaco de Banach reflexivo. Existe um outro espaco de Banach reflexivo Y < X. Existe

um isomorfismo S : Y — X. A norma em Y e escolhida de modo que S seja uma isometria.

(A1) A: [0,T] x W — G(X,1,5), onde W é uma bola aberta em Y e 8 € R. Em outras
palavras,

le=*ACD ||y < 5, 520, t€[0,T], yeW.
(A2) Para cada (t,y) € [0,7] x W temos que
SA(t,y)S™! = Alt,y) + B(t.y), B(t,y) € (X),

onde ||B(t,y)[/(x) < A1, A1 > 0 constante. A igualdade anterior deve ser encarada no sentido
estrito, isto é,

x € D(A(t,y)) & S™'z € D(A(t,y)) e A(t,y)S 'z € Y.
(A3) Para cada (t,y) € [0, T]x W, temos que A(t,y) € (Y, X). Isto deve ser encarado da seguinte
forma

Y ¢ D(A(ty)), (t,y) €[0,T] x W
At y)ly € (Y, X).

(2.21)
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Além disso para cada y € W, t — A(t,y) é continua na norma de (Y, X), e para cada t € [0,7],
y — A(t,y) é Lipschitz, isto é

1A, y) — AL, 2) |l (v.x) < mally — 2llx, (2.22)
onde p1 > 0 é uma constante.

(A4) Seja yo o centro de W. Entao A(t,y)yo € Y, para todo (t,y) € [0,T] x W, com
JAE Y)yolly < A2, t€1[0,T], y € W. (2.23)
(A5) [ B(t,y) — B(t, 2)ll(x) < uslly — 2lly, par cada t € [0, 7]
(f1) f:[0,7] x W — Y ¢ limitada,
IFEylly <X, t€[0,T], y e W.

Para cada y € W, t — f(t,y) é continua de [0,7] em X, enquanto que para cada t € [0,7],
y — f(t,y) é Lipschitz, isto é

1t y) = f(8:2)lx < pally — 2)lx-

(£2) 1F(ty) = F(t2)|ly < pally = 2[ly-

Teorema 2.8. (Existéncia e Unicidade) Suponha que (X), (Al),...,(A4) e (f1) sao satisfeitas.

Se ¢ € W, entio (Q) tem uma inica solugao
u e C([0,7',Y)nC([0,T"], X),

para algum 0 < T' < T.

Para formular a dependéncia continua, considere a sequéncia de problemas de Cauchy

du” n n\,n _ fn n
o W—FA (t,um)u" = fr(t,u"), te€l0,T] (2.24)

onde n = 1,2,... . Suponha que A" e f" satisfazem (Al),...,(A4) e (f1) com os mesmos Y, S

e W anteriores. Suponha também que A5 e f2, sdo satisfeitos.

Teorema 2.9. (Dependéncia Continua) Suponha que (X), (Al),...,(A5), (f1) e (f2) sdo satis-
feitas para (Q™) uniformemente em n (isto €, as constantes [3, \1,...,1u4 SGo independentes de

n.) Além disso, assuma que para cada (t,y) € [0,T] x W,

A"(t,y) — A(t,y) fortemente em (Y, X) (2.25)
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B"(t,y) — B(t,y) fortemente em (X) (2.26)

f*(t,y) — f(t,y) fortemente em Y. (2.27)
Entdo se ¢, pp €Y € ¢y — ¢ em Y, existe T" > 0, T" < T, para o qual existem tnicas solugoes
u € ([0, T"; W) n CH([0,T"]), w™(0) = ",
para (Q™), n =1,2,..., e uma unica solu¢io u para (Q) na mesma classe. Além disso

u"(t) — u(t) em Y, uniformemente em t € [0,T"].

A demonstragao do teorema (2.9), pode ser vista em [12] e [16].

Durante a demonstragao dos teoremas (2.8) e (2.9) faremos uso da teoria para a equagao linear

(L) da secao anterior e dos seguintes lemas, sempre assumindo (X).

Lema 2.10. Se um subconjunto de Y € convexo, fechado e limitado, entdo ele também é fechado

em X.

Demonstragao. Exercicio.

Lema 2.11. Se g : [0,T] — Y € limitada na norma de Y € continua na norma de X, entdo g

é fracamente continua (portanto fortemente mensurdvel) como func¢ao com valores em Y.

Demonstragao. Exercicio.
Demonstracgao. (Demonstragao do teorema (2.8))

Como ¢ € W, existe R > 0 tal que

— <R
I - ol %)
ly—wlly <R=yeW.
Seja
B = {0 € C0.T1:X)| s o) = wolly < R). (2.29)
0,1

)

Exercicio 2.12. Mostre que E com a métrica

d(v,w) = sup [[v(t) —w(t)|[x
0<t<T"

€ um espaco métrico completo.
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Para v € F, sejam

A%(t) = A, v (1))

B(t) = B(t,v(t)), t € [0,T"].

Lema 2.13. A aplicagio t € [0,T'] — A" (t) € (Y, X) € continua na norma de (Y, X).
Demonstracao. De (A3) temos que A(t) € (Y, X), logo

[A”(t) = A"() [l v,x)

IN

[A®, () = A(, v () v, x) + IAE, v(t) = At ()l vx)

pallo(t) —o@)llx + [A[F, v(t) = At v(E)llv,x)

IN

portanto o lema segue de (A3) e de v € C([0,T"], X).

Lema 2.14. A aplicacaot € [0,T'] — BY(t) € (X) € fracamente continua(portanto fortemente

mensurdvel).

Demonstragao. Seja y € Y, de (A2) temos que
STIB(t)y = AY(t)S 'y — STTAY(t)y,

pelo lema anterior o membro direito da igualdade anterior e continuo de [0,7”] em X. Portanto

o mesmo ¢ verdade do membro esquerdo. Como
IST' B )l x) < 1S~ wix) Mo

por (A2), e como Y é denso em X, segue que t € [0,7"] — S~!BY(t)z é continua para cada
z € X. Como
1S~ BY (t)z[ly <[IB*()xllx < il

segue pelo lema (2.11) que t € [0,7'] — BY(t)r € X e fracamente continua. Portanto de
(X), (A1),(A2),(A3) e dos lemas (2.13) e (2.14) temos que as hipéteses do teorema (2.3) sao
satisfeitas para a familia {A”(¢)}{o<;<7v}. Portanto existe um tinico operador U® = {U"(t, s)}
definido em

N ={(ts)0<s <t <T),
com as propriedades descritas no teorema (2.3).

Seja
o) = f(t,v) €Y, te[0,T], veE.

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 30

Lema 2.15. Temos que

1@y < As,

et € [0, T — f%(t) € continua na norma de X e fracamente continua (portanto fortemente

mensurdvel) na norma de Y.

Demonstragao. De (f1) temos que

[ vy < As.

Temos também que

I£°@) = f'Ollx < IfE @) = fEv@O)lx + I E,0(@) = fEv®)]x
< ppllo() —o®)lx + IF(#,v(®) = (& 0(@)llx,

A

logo a continuidade segue de (f1) e v € C([0, 7], X). A continuidade fraca de f” na norma de Y’
segue do lema (2.11). Pelo lema anterior nés podemos aplicar o teorema (2.4) para o problema

de Cauchy (pois f¥:[0,7'] — Y é fortemente mensuravel).

du v _ v /
o @ + AU (H)u = fo(t), tel0,T] 230

u0)=pecW CY,
cuja solugao é dada por
¢
u(t) = U000+ [ U (t.5)1 ()
0
onde u € C([0,7"],Y) N C*([0,7"], X).

Seja
t
du(t) = U”(t,O)d)—i-/O U“(t,s)f"(s)ds,

entao temos o

Lema 2.16. Existe T' € (0,T] tal que ® : E — E.

Demonstracao. De (2.43) e (2.7) temos que
T°l1x < ™" e U°|ly < AT
pois [|Sllv,x) = IS lxyy =1Le

|B®|l1,x < MT', vistoque ||B"(t)|lx < A1
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Para estimar ||u(t) — yo|ly fagamos v’ = u — yo e consideremos o problema de Cauchy,

du’ v ! _ fv v !
o AN = () A (tyo, e (0,7 (2.31)
u'(0) = ¢ — yo.

A solucao do problema anterior é dada por
t
u(t) =0 = V(L0 =w0) + | U5 (5) = A ().

logo

IN

t
[u(t) = yolly PPt W—yoHYJre(ﬁ“”T/o 1(f7(s) = A®(s)yo) |y

P (6 — yolly + (A3 + M) T).

IN

Como ||¢ — yo|| < R, é possivel escolher 77 > 0 tal que o lado direito da ultima desigualdade

ainda seja menor do que R. Como u € C([0,7"], X), para todo T" < T, temos que ®v =u € F.
Lema 2.17. Eziste T’ € (0,T] tal que ® : E — E € uma contragao.
Demonstragao. Pela desigualdade (2.12) temos que

d(®w,®v) < T(F— flhx 1A~ A)Bolh,x), (232)
por (f1) temos que

1F@) = fP@)llx = [1f &, w(t) = f(t,v(0)llx < pallw(t) —v()]x,
logo
1f* = flhx < peT'd(w,v). (2.33)

Por (1.16) e ®v € E (lema anterior) temos que

(A% () =A%) Pv(®)llx < [[AE w(t) = Al ()l v [|Pv(E) |y

< mlw@) —o@®)|x(lvolly + R),
logo
1(AY = A")@vllix < mlllyolly + R)T'd(w,v), (2.34)
entao usando (2.33) e (2.34) em (2.32) temos que

d(®v, @w) < T'e™ (g + pua||yoll + R)d(v, w).
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Portanto tomando 7" € (0, T tal que T"e’T" (up+ 11 ||yo ||+ R) < 1, temos que ® é uma contragio.
Pelo exercicio (2.12) e pelo teorema do ponto fixo de Banach, ® possui um tnico ponto fixo em

E. Note que obtivemos a existéncia e unicidade para (Q) apenas em F.

Sejam u,v € C([0,7"],Y) N C*([0,7"], X), tais que u(0) = v(0) = ¢ , entdo os respectivos

problemas (Q) sdo equivalentes a

u(t) = o +/0 [f(s,u) — A(s,u)ulds

v(t) = ¢ +/0 [f(s,v) — A(s,v)v]ds.

Entao, utilizando as propriedades (f1) e (A3) temos que
t
Ju(t) —v(@)]x < / 1f(s,u) = f(s,v) + A(s, v)v — A(s, u)ul x ds
0

= /0 If(s,u) — f(s,v) + A(s,v)v — A(s,v)u + A(s,v)u — A(s, u)u|| xds

IA

t t
AQAIW—UMda+AHA@waxmu—ﬂx%+

t
4 AIM@JO—ASWWWXNMR%

IN

t t
,ug/ ||u—v||de+cl/ |lu—v| xds +
0 0
t
+—cw{/Hu—ﬂWMW%
0
t
< u@+q+cwmmwy+R»/nu—mu@,
0

onde ¢; = sup,epo.tl1A(s, u)llv,x)} e [[ullx < c2l|ully. Portanto pelo lema de Gronwall [[u(t) —

v(t)|x <0, Vtel0,T'], portanto u = v.

A teoria desta se¢ao pode ser vista em [12], [13] e [16].

2.3 Regularizacao Parabdlica

Sejam I = [tg,T], Ay : D(A,) C X — X, linear F': [ x H — X, onde H e X sao espagos de

Banach. Seja p > 0 e considere o problema de Cauchy

Ou=—Au+ F(t,u), t >0
u(tO) = qbv

(2.35)
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2.3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Teorema 2.18. (H1) (i) Suponha que V, H e X sdo espagos de Banach reais tais que V <
H— X.

(H2) (i) Sepn>0,A,:D(A,) C X — X € linear.
(i) Temos que H C D(A,), p > 0.
(tit) Para pp >0, A, satisfaz as condigoes do teorema de Hille-Yosida.

(iv) Se u>0eh € H entio e nh c H e
te Ry =[0,00) — e “uhe H
€ continua.
(v) Se p,t >0 entio e 4w € B(X,V) e
le™ Azl < gu(®)l|zlx, (2.36)

ondex € X eg, € L} _(Ry).

loc
(vi) A aplicagdo

te (0,00) — e g eV,
€ continua para cada x € X.

(H3) (i) F:1Ix H — X € continua.
(ii) F(t,0) = 0,vt € I.
(iii) Eziste v:1 x R2 — R, nao decrescente tal que
[F(t,u) = F(t,0)|x <~ ulla, vl — vl (2.37)

Viel,u,ve H.

Entao, se ¢ € H e pp > 0, existe T, = T(u, ||¢|la) € (0,T] e uma dnica u, € C([0,T,], H)
solugao de (2.35).

2.3.2 Intervalo de Existéncia

Teorema 2.19. (H1) (ii) Temos que H € espago de Hilbert real com produto interno (-|-)g e

(v,h) = (v|h)g, veV,heH.
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(H2) (vi) Se u >0 ev eV temos que

(v, Ayv) > 0.
(H3) (iv) Existe §:1 x Ry — Ry continua tal que

(v, F(t,0)) < B(t, vllz)), YtieLveV.

Entao existe T1 = T (||¢||a) € (0,T] tal que, para todo p > 0, u,(t) pode ser estendida a [0, T ]

satisfazendo
lupllm < p(t), 0<t<Ty, (2.38)

onde p € a solucao mazximal do problema de valor inicial,

p(t) =26(t,p(t), t>0

(2.39)
p(0) = [l

Aqui, estamos entendendo por solu¢do mazimal uma solugcdo p = p(t), definida num intervalo

mazximal [0,7) e maior ou igual a qualquer outra solugdo de (2.39).

A teoria desta secao pode ser vista em [16].

2.4 O Teorema de Kato-Lai

Este capitulo trata de um teorema devido a Tosio Kato e Chi Yuen Lai, que é o teorema que
da nome ao capitulo. Ele foi publicado em [24]. Este teorema aborda a existéncia de solugao

fraca para o Problema de Cauchy abstrato

Owuw = F(t,u), t>0
u(0) = ¢,

(2.40)

onde F' é em geral um operador nao linear.

A respeito da unicidade e da continuidade da solugdo, enunciaremos mais dois teoremas que

podem ser encontrados em [26]. Estas notas sao baseadas principalmente na referéncia [25].
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2.4.1 Existéncia

Antes de enunciar o préximo teorema precisamos de algumas definicoes.

Definigao 3. Um terno {V, H, X} de espagos de Banach reais e separéveis e dito admissivel se
i) Vs H— X.

1/2

ii) H é espaco de Hilbert com produto interno (| )z e norma || ||z = (| )y

iii) Existe uma forma bilinear (,) definida em V' x X, continua e nao degenerada, tal que

(v,u) = (vlu)g, Yv e V,ue H.

Uma forma bilinear é nao degenerada se

(v,2) =0, Vee X ©v=0.

(v,z) =0, YveV &z =0.

Definigao 4. Sejam Z; e Zs espacos de Banach e I um intervalo. Entao f : I X Zy — Zs é

fracamente sequencialmente continua (w.s.c) se
thn —mtem ez, —zem Z1 = f(tn,zn) = f(t,2) em Za,
onde — denota convergéncia fraca.
Definigao 5. Sejam Z um espaco de Banach e I um intervalo. Entao definimos
a) Cop(I,Z)=A{f:1—Z| f é w.s.c}.
b) CL(I,Z)={f:1— Z| f é fracamente derivavel com derivada fraca em C,, (I, Z)}.
c) Cy(1,Z) ={f:1 — Z| f é fortemente continua & direita em I — {sup I}}.
d) C_(I,Z)={f:1— Z| f é fortemente continua & esquerda em I — {inf I'}}.
e) C(I,Z)={f:1— Z| f é fortemente continua em I/}

f) CY(I,Z) ={f:1— Z| f é fortemente derivavel com derivada forte em C(I, Z)}.

Aqui, o termo forte refere-se ao espago de Banach Z munido da topologia dada por sua norma.
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Definigao 6. i) Dizemos que f ¢ fracamente derivavel com derivada fraca ' : [ — Z se

d

SAUO) =MT'(0), W€ 7.

ii) Sejam H C X espagos de Banach e [s, 7] um intervalo nao degenerado. Diremos que uma
dada aplicagio u : [s,T] — H é solucio de (2.40) em Cy([s,T],H) N CL([s,T], X) se
u € Cyu([s,T), H) N CL([s,T], X) e u satisfaz (2.40) no sentido fraco. Isto quer dizer

d :
ZA@(t) = AF(tu(®), Ae X'

Teorema 2.20. (Ezisténcia de Solugdo) Sejam {V,H,X} um terno admissivel, [S,To] um
intervalo nao degenerado e

F:[S,T) x H— X,
uma aplicacdo fracamente sequencialmente continua (w.s.c) tal que
(v, F(t,0)) < B(vlF), Vte[S,Tol,veV,

onde (3 é uma fungdo continua nao-decrescente de Ry em Ry. Seja s € [S,Ty), entao dado
¢ € H, para qualquer T tal que s < T < Ty e [s,T] C D(p) (definido abaizo), existe uma
solucdo u de (2.40) em Cy([s, T); H) N CL([s,T); X), onde p é a solu¢io mazimal da EDO

P =26(p)

p(s) = po

(2.41)

para algum po > ||¢||% arbitrdrio. Além disso

lu(®)llF > p(t) V€ s, 7).

2.4.2 Unicidade e continuidade

Teorema 2.21. (Unicidade) Seja Y um espago de Banach real tal que X C'Y, continuamente.
Seja (,) : X xY — R uma forma bilinear, continua, ndo-degenerada, positiva (ie, (x,z) >
0, Vo € X) e simétrica (ie,(z,y) = (y,x), Yo,y € X). Se F : [S,To] x H — X satisfaz as

condicoes do teorema (2.20) e além disso,
(u—wv, F(t,u)) <~vy(|ullm, [|[v] ) —v,u—v), Yu,ve Htel[S, T (2.42)

onde v : R? — R, localmente limitada, entdo existe uma tnica solucdo em Cy([s,T]; H) N

Cl([s,T); X), de (2.40) e esta solucio pertence a C([s,T]; H), ¥[s,T] C D(p).
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Teorema 2.22. (Continuidade) Suponha que a aplicagio F : [S,Ty] x H — X satisfaz as
hipdteses dos teoremas (2.20) e (2.21) com (,) substituidos por |(,)|. Seja u a solu¢do de (2.40)
dada pelos teoremas (2.20) e (2.21), entdo u € C([s, T), H) N CL([s,T], X). Além disso, se F ¢é
fortemente continua entdo

u e C([s,T),H)nC*([s,T], X).

2.5 Espacos de Bourgain

A seguir, introduziremos um espaco de funcoes, utilizado no estudo das equacgoes de evolucao

do tipo dispersivo, por exemplo para o problema de Valor Inicial associado a equacao KdV

U + UUp + Upzr = 0, x,t € R,

(2.43)
u(0) = ¢.
Consideremos o problema de Cauchy associado a KdV linear
Up + Ugge = 0, x,t ER,
t TITT ( 9.4 4)

u(0) = ¢.
A solugao de (2.44) é dada por u(z,t) = U(t)¢, onde o grupo unitario U(t) é definido por
U(H)(8) = " 5(¢).
Definigao 7. Sejam s,b € R, definimos

Xep = {F €$®): [ 1f6.n(1+ I = €)1+ le*dsar),

onde * denota a transformada de Fourier em R2.

Observagao. Seja j;f(g) = (1 +[¢P)%2, e @(7) = (1 + |7]?)"2f(7), onde " denota a

transformada de fourier em uma varidvel. Entao,

1£11x.., = IA°T°U (=) 212

Proposigao 1. Seja s > —3/4. Entao existe b € (—1/2,0) e e; > 0 tal que para qualquer
be (1/2,/ +1] com 1 —b+V < e, eu,ve Xgp

[(wv)allx, , < cllullx.,llvllx.,,-

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 38

A demonstragao desta proposigao pode ser vista em [27]. Mais informagoes podem ser vistas
em [30] e [29].
Usando os resultados acima e outros analogos e com argumentos do tipo Picard; Kenig C. E.,

Ponce G. e Vega L. provam em [28] o seguinte resultado

Teorema 2.23. Seja s € (—3/4,0). Entao existe b € (1/2, 1) tal que para cada ¢ € H*(R)
existe T = T (||¢||us) (com T(p) — 400 quando p — 0) e uma unica solugdo u(t) do PVI
(2.43) no intervalo de tempo [—T, T satisfazendo

ue C([-T,T): H*(R)), (2.45)
u€ Xop C LY, (R: LF(R)), para 1 < p < +oo, (2.46)
Ogut € Xs—3,b—1- (247)

Alem disso, para cada T' € (0, T) existe R = R(T") > 0 tal que a aplica¢do ¢ — u(t) de
{gg € H*(R): ||¢ — ||gs < R} na classe de fungoes definidas em ((2.45)) - ((2.47)) com T’

em vez de T, € suave.
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Capitulo 3

O Problema de Valor Inicial para o

Fluxo de Brinkman

3.1 Introducgao

Na modelagem do escoamento de fluidos em meios porosos, é tipico usar equagoes de conservagao
de massa e uma versao da lei de Darcy s que substitui as equacoes de conservacao do momentum.
Por exemplo, se ¥ a velocidade macroscépica e P a pressao, entao estas estao relacionadas pela
seguinte equagao

—%17 (3.1)

VP =
onde k é a permeabilidade do meio poroso e u a viscosidade do fluido. Por outro lado a equacao
(3.1) em muitos casos nao da uma boa descrigdo do fluxo, para sanar estas deficiencias H. C.

Brinkman [9] sugere a seguinte modificagao

VP = L5+ gy AT (3.2)

Entao a equacao de Brinkman “s resulta de uma modificagao da lei de Darcy’s pela adicao de
um termo viscoso, onde o coeficiente fi. ¢y € usualmente identificado como a viscosidade efectiva

do fluido . Nesse caso o fluxo de Brinkman é descrito pelo seguinte sistema de equacoes

0 S
b5 + V- (pT) = F (t,p).
(—pefr A+ £)0 ==V P(p),

(3.3)

onde ¢ é a porosidade do meio, p a densidade do fluido e F' a taxa do fluxo de massa externa.
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A seguir estudaremos o problema de Valor Inicial para o fluxo uni-dimensional de Brinkman.
Alem disso, para simplificar a notacdo, escolheremos todas os coeficientes igual a 1. Assim

obtemos o seguinte problema de valor inicial:

g;’ +0.(pv) = F (t,p),
(=02 + 1)v = -0, P(p), (3.4)

(p(0),v(0)) = (po,vo)

ondezeRet>0.

De (3.4) calculamos v(t, x) usando a segunda equagao, obtendo
~1
v=—(1-02)" 8:P(p), (3.5)

e substituindo na primeira equacao, obtemos o seguinte problema de valor inicial para o fluxo
de Brinkman
0w =0:(p(1 =027 0.P (p) + F (1.p)
p(0) = po.

(3.6)

Entao resolvendo (3.6), calculamos v usando (3.5). Naturalmente a seguinte condicao de com-

patibilidade deve ser satisfeita:

vo=—(1—02) " 8,P (po). (3.7)

3.2 A Boa Postura do Problema de Cauchy para o Fluxo de

Brinkman (Teoria Quasilinear de Kato)

Nesta se¢ao usaremos a teoria quasilinear de Kato (2.2.2) para provar a boa postura local de
(3.6) nos espagos de Sobolev H*(R) para todo s > 3/2. A seguir estabeleceremos condigdes
suficientes para aplicar o teorema de Kato, para existéncia local de solucoes para o problema

da forma
Ou+A(t,u)u=f(t,u) e X
u(0)=¢ecY

(3.8)

Nés tomamos X = L*(R), Y = H*(R) e S = (1 — 8:%)5/2 = J® Assim obtemos o seguinte

teorema

XIIT ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 41

Teorema 3.1. Seja

Ap) f =0, (F(1=02) " 0P (0)) = =00 (F120:P (1)), (39)

e a EDP em (3.6) pode ser escrita como
dp+ A(p) = F(t,p). (3.10)

Seja pg € H* (R), s >3/2, P e F com as condi¢oes sequintes:
(a) P: H® (R) «, P(0) =0 e Lipchitz no sentido

12 (p) = P (D)5 < Ls (llells s 12115) Lo = ol (3.11)

onde Ly : [0,00) x[0,00) — [0,00) € continuo e monotono nao decrescente em todas as variaveis.

(b) F:[0,To] x H* (R) — H* (R), F (t,0) = 0 e satisfaz a sequinte condi¢ao Lipchitz:

1, p) = E (& p)lls < M (el s [121ls) e = pll; - (3.12)

Entdo (3.6) € localmente bem colocado.

Demonstragao. Primeiramente temos que provar que A (p), p € H® (R) é quasi-m-acretivo
em L? (R) (veja [14]). Dado que H*(R) é um espaco de Hilbert, é suficiente mostrar que existe
um 3 >0

(a) (A(p) f1f)o = —BIIfIl§ para todo f € D (A(p)) = H' (R);

(b) (A(p) + \) é sobre L? (R) para algum (equivalentemente para todo) A > 3. (Para detalhes
veja [15].)

Por tanto A (p) gera um CC-semigrupo, U, (s) = exp (—sA (p)), s € [0,00), tal que

10 () 2y < xp (85) (3.13)
A seguir mostraremos que
SA(p)S— = A(p) + B(p)
B(p) € ( (R)) (3.14)
1B (Pl p(z2(m)) = a ()

onde ¢ (-) é uma fungao nao decrescente. Logo é sufiente mostrar que

[S, A(p)] = SA(p) — A(p) S € B (H* (R), L* (R)) (3.15)

1S, A ()]l prrsm I2R) =4 (P)
(H*(R) )

para alguma fungao nao decrescente g (-).
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Seja f € H*(R) e
O(p) = J 2V P(p). (3.16)

Entao,

[5, A(p)] = J°0:(fO(p)) — 0:((J°f)O(p)) = (3.17)
= [Js7 axe(p>]f + [']57 9(p)]aacf
Combinando o fato que J =2 9, € B(H*(R), H*"*(R)) com as hipotesis sobre p , nos concluimos
que O(p) € HTH(R) e

10 g1 < |72 8| Ls(lloll,0) lloll, - (3.18)

A estimativa desejada seque-se do Lemma (A4) of [17]. Finalmente, as kipotesis sobre P e F'

implica as condigoes Lipchtz requeridas pela teoria de Kato. Assim temos provado o teorema.

3.3 O Método de Picard, Regularizacao Parabolica e Existéncia

Global para o Fluxo de Brinkman

O teorema 3.1 continua valendo se nos regularizamos a equagao. Mais precisamente, obtemos

o mesmos resultados para o problema de Cauchy

8 p = 9, (pw (1-82) ' o,P( pw)) +F (t, p®) 4 pd2p 519
pt (0) = po.

para quaisquer p > 0. Por outro lado, devido as propriedades regularizantes do C°—semigrupo
Uy (t) = exp (,ut@%), > 0, nos podemos resolver o problema usando o método de Picard, isto é,

usando o Teorema do Ponto fixo de Banach e a desigualdade de Gronwall “s na equagao integral

t
P (1) = U, () po + /0 U, (t—1t) {A (p(“) (t’)) pW () + F (t, p(H) (t))} dt'. (3.20)
De facto nés temos um resultado melhor neste caso.

Teorema 3.2. Suponhamos que > 0 e que P e F satisfazem (3.11) e (3.12) para algum

s > 1/2 fizo. Then (3.19) € localmente bem colocado em H® (R). Alem disso, se (0,T,] ¢ um

intervalo de existéncia, entio p € C ((0,T,]; H* (R)), onde H® (R) = ﬂRHS (R) provido
se

da natural topologia de espago de Frechet.
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Demonstragao. Daremos uma demostragao bem detalhada na apresentacao do minicurso, o

leitor pode encontrar as demonstracoes em [18] , [19] e [1].

Para o limite, quando p tende a zero, devemos mostrar que é possivel escolher intervalos de

existéncia independentes de p. Entao temos

Lema 3.3. Suponha que u, P e F sdo dados como no Teorema 3.2. Entao existe um T =T (¢),

independente de p1 > 0 tal que toda solucio p™) pode ser estendida, caso necessdrio, para [0,7].

Demonstracio. Dado que p*) € C((0,7,,]; H® (R)), as seguintes contas sao inteiramente

rigorosas:

oo =2 (1), oo

=2 (pm ‘agpm))s 42 (pm ‘A (pm) p(u))s 42 (pm ’F (t’p(m) )

Integrando por partes e usando as hipotesis sobre P e F', obtemos

o (p0020) = —ap 0" <0, (3.22)
(6 (o)) <0 () o2
‘
() ) = () e (o) <2 () L 3
Segue-se entdo
O 7 Y o Y e R

Seja h (t) a solu¢do maximal do problema

Oth (t) = G (h (1))

(3.26)
h(0) = |lpoll?.

Entao

|0 @ < ne (3.27)

sempre que ambos os lados sao definidos. Isto termina a prova dado que h nao depende de p.

A partir de agora, nés podemos supor, por simplicidade, que F'(t,p) = 0. Todos os seguintes

argumentos podem ser facilmente modificado, sob suposi¢oes convenientes, para o caso de F
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diferente de zero. Em vista do teorema 3.2, a seguinte conta € inteiramente rigorosa se p > 0.

Para simplificar a notacao p*) = p

e llp (N5 = 2 (p (1) [Bup () )y = (3.28)

=20 (p(0) |20 (1), +2 (0 (1[0 (0 (1) (1= 02) " 0P (1)) .

Integrando por partes mostramos que 1 (p () [02p (t)) < —p[|0zp )]1? < 0, de modo que nés

possamos desconsiderar o primeiro termo no terceiro membro de (3.28). Mas entao,

Oello (1)l =2 (p (1) 9ep () )

<2(p)0: (0 (0) (1= 0P (p(1)), = = (9ep (| (L= 0P (p())

= (e \(1—82) P (p(1)),

=~ (p(1? )0+(p(tf((l—az)‘lmp(t»)o (3.29)
<= (&P, + o’ - PW»H

<= (b IP((), o H+H1_282 "0,

Mas H (1- 6%)_1 P(p (t))HO < P(p(t)) temos que (3.29) implica

ol IE < 3 o2~ P - (3.30)

Assim se P (p) = p?, segue-se que d; ||p (t)[|5 < 0 which, in turn implies that ||p (¢)||2 < ||poll3-
Alem disso este argumento nos mostra que P (p) = p? é uma natural escolha para a funcio
P (p). De fato, podemos monstrar que todas as normas de Sobolev permanecem finitas quando
t — o00. A combinacdo destes resultados com a boa postura local na segdo anterior vemos
que, se P(p) = p? entdo (3.19) é global bem colocado em H* (R) para todo s > 3/2. Assim

estabelecemos o seguinte resultado

Teorema 3.4. Seja P (p) = p**, k =1,2,3.... Entdo (3.19) é globalmente bem posto para todo
s>3/2 ep>0L

Demonstragao. A prova encontra-se em [1], Teorema 5. Daremos uma demonstracao

detalhada durante a apresentagao do minicurso.

!Lembremos que nés estamos supondo que F (¢, p) =0.
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