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Capitulo 1

Controle Otimo: Parte Tedrica

1.1 Introducao e Motivacao

Um problema de controle étimo é um modelo matemético dinamico que através de um sistema
de equagodes algébricas e/ou diferenciais descreve um certo fenomeno ou processo, que necessita
ser controlado da melhor maneira possivel. Em outras palavras, controle 6timo é basicamente
um mecanismo pelo qual um sistema, por exemplo mecanico, elétrico, financeiro ou biolégico é

utilizado para manter o equilibrio.

A solugdo 6tima de um problema deste tipo consiste na determinacao dos perfis de varidveis
de controle que minimizam uma medida de desempenho. A solugao de problemas de controle
6timo é um ramo do conhecimento de grande importancia para as varias dreas da ciéncia, como
por exemplo, engenharias, fisica, matematica, ecologia, etc, pois estuda formas de se controlar
as variaveis de um determinado problema de modo a conseguir sua melhor solucao, ou seja, a

solucao 6tima.

O problema de controle 6timo consiste de um sistema de estado associado a um funcional
de custo que depende da solucao do sistema de estado no tempo final T e do controle que
chamaremos de v. Os controles v1, vo, v3... etc., sao dados em um subconjunto convexo fechado

Uuq de um subespagco U de L2(0,T).

O objetivo é escolher um controle que minimize o funcional de custo sobre um conjunto de

controles admissiveis.

A metodologia usada permite obter de forma explicita o controle 6timo e a partir dai chegar ao

sistema de otimalidade que é o que permite o cdlculo numérico do problema.
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1.2 Resultados Preliminares

e Espacos Funcionais e Resultados Basicos: Espacos LP, Desigualdade de Young,
Desigualdade de Holder, Teorema de Representacao de Riesz-Frechet, Espago das Distri-
buigoes, Espacos de Sobolev, Desigualdade de Poincaré, Teoremas de Imersoes de Sobolev

e Espacos Funcionais Vetoriais.

e Método Direto do Calculo de Variagoes: Convergéncia Fraca e o seguinte Teorema.

Teorema 1.1. Seja um funcional v+ J(v), continuo e convexo definido sobre Ugg C U

com valores em R e suponha que

U € um espaco de Hilbert sobre R.

Uqq € convezxo e fechado em U.
Considere o problema: encontrar u € Uyy, tal que
J(u) =inf J(v), v € Ugyq.
Assim
1. Se J for coercivo, i.e., se
lv||lu = 00 = J(v) — 00, Vv € Ugg.
Entao existe u € Ugyg tal que
J(u) < J(v), Yv € Ugg. (1.1)
2. Se J € estritamente convexo, i.e., se
J(1=0)u+0v) < (1—-0)J(u)+6J(v), 0<O<1, uv.

Entado, existe no mdzimo um u € Uyq satisfazendo (1.1).

1.3 Formulacao do Problema

Seja 2 um subconjunto aberto limitado bem regular do R™ e T > 0 dado. O modelo é dado

pelo sistema de estado

%—AAy—i—ﬁ-Vy:F(:r,t) em Qx(0,7) (1.2)
y(x,0) =0 em (1.3)
y(z,t) =0 sobre 082 x (0,T). (1.4)
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Na primeira equacdo, o primeiro termo é chamado transiente e y(x,t) representa a taxa de
variacao de alguma substancia em relacdo ao tempo; o segundo termo é chamado difusivo e
A representa o coeficiente de difusao; o terceiro termo é chamado convectivo e § representa o

vetor velocidade com 3; € C*(Q) e F(z,t) é a fonte externa.

Estudamos o caso quando o controle v € L?(0, 7)) estd inserido na fonte externa F(z,t), no caso
em que o controle é localizado, a fonte externa é dada por F(z,t) = v(t)¢(x), onde ¢ € L2()

¢ uma funcao com suporte compacto em w C .
A solucao y depende do controle v, e esta dependéncia denota-se por y(z,t) = y(z,t;v).

A condicao (1.3) diz que no instante inicial a solugao do problema é nula. A condicao (1.4)

significa que, em qualquer tempo ¢ € (0,7, a solu¢ao do problema é nula na fronteira ().

Observagao 1: FEste € um problema, mo qual o controle v estd concentrado sobre os pontos
internos de Q. Hd casos em que o controle € feito na fronteira ou nos dados iniciais; estes casos

nao trataremos aqui.

Observagao 2:No caso em que o controle € pontual, a fonte externa é dada por F(z,t) =
v(t)o(x —b), onde b € Q e 6(x —b) € o delta de Dirac no ponto b. Neste caso, obtemos os
mesmos resultados quando consideramos o controle localizado, mas de forma mais trabalhosa e

precisamos de mais reqularidade para o problema; estes casos também nao trataremos aqui.

1.3.1 Definicao do Funcional de Custo

Suponhamos que exista uma funcao que chamaremos de z4 que defina um padrao “aceitdvel”de
alguma substéncia, e que estamos interessados em observar o estado y sé no tempo final 7.
Nosso objetivo é escolher um controle v que minimize a diferenga y(z,T;v) — z4 sobre um
conjunto de controles admissiveis. Sobre cada controle v, é exercido algum custo; assim, o

" PP “ . ” .. .
problema de controle 6timo é minimizar “erro mais custo”. Com este propdsito, definimos a
funcao de custo

J:L*(0,T) — R dada por (erro mais o custo)

T
J(v) = / ‘y(m,T; v) — zd|2da: + N/ |v[2dt. (1.5)
Q 0
O segundo termo do lado direito garante a coercividade do funcional de custo J e N > 0 ¢

chamada constante de custo. Note que para J estar bem definido, precisamos que z4 € Lo(£2).

Se Uyq C L?(0,T) é um subconjunto convexo e fechado, basicamente o problema de controle

o6timo consiste em resolver dois problemas.
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e (P1) Encontrar um tnico u € U,gq, tal que
J(u) =inf {J(v);v € Uaq}-
Tal u é chamado de controle 6timo.

e (P2) Caracterizar o controle 6timo de tal forma que seja possivel o célculo numérico do

problema.
Para resolver os problemas (P1) e (P2), devemos seguir a seguintes etapas:

e Mostrar que o sistema de estado dado por (1.2)-(1.4) possui uma unica solugao.

e Mostrar que existe um tnico controle 6timo que minimize o funcional J sobre um conjunto
de funcgoes admissiveis U,q. Sendo isto o aspecto mais importante do ponto de vista

matematico.

e Obter uma caracterizacao do controle étimo e desta caracterizacao obter o sistema de
otimalidade que permita o calculo numérico do problema. Do ponto de vista numérico,

esta caracterizacao é o aspecto mais importante.

e Aplicar o problema de Controle Otimo e encontrar uma solucao numeérica do problema,

usando o método de elementos finitos.

e Graficar a solucao numérica.

1.4 Existéncia e Unicidade de Solucao do Sistema de Estado

Consideremos

V = H}(Q).

A aplicagdo v — ||v]| de V em R dada por

ol = (Z/( 1da:)

define uma norma em V.
Usando métodos padroes para Equagoes Diferenciais Parciais Parabdlicas nao ¢é dificil mostrar

que existe um tnico y solucao forte de (1.2)-(1.4), tal que

ye L*(0,T; H*(Q)NV)NCY0,T;V) e % € L*(0,T; L*(9)).
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Disto, segue que a aplicacao
t — y(t) = y(t;v) é continua de [0,T] — L3(Q).

Portanto, y(-, T;v) € L?(2). E assim, para cada controle v € L?(0,T), existe um tnico estado

correspondente y.

Lema 1.2. Seja v € L?(0,T). Entdo, a tnica solucio y(z,t;v) do sistema (1.2)-(1.4) é uma
aplicacao afim em v; isto é€,

v— y(xvtav) - y(xvtv 0)

€ uma aplicacdo linear em v.

1.5 Existéncia e Unicidade do Controle Otimo

Para garantir a existéncia e unicidade do Controle Otimo, precisamos definir o espago U das
fungoes de controle, um subconjunto admissivel U,q de U e verificar quais propriedades o fun-

cional de custo J satisfaz sobre Ugq.

1.5.1 Definicao do Espacgo de Controles U

Vimos que se v € L2(0,T), entdao y(-,T;v) € L?(Q) e portanto, o funcional de custo dado em
(1.5) esta bem definido para elementos em L?(0, 7). Logo, definimos o espaco U das funcdes de

controle como

U= L?*0,7T)

munido da norma

T 1/2
o= ([ 1o+ [ 7o)

Propriedades do Espacgo U

e U munido da norma acima é um Espaco de Hilbert.
e U nao depende de €.
e U nao depende das condigoes de fronteiras.

o C°(0,T) C U.
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e O espago D(0,T) é denso em U. Portanto, se U’ denota o espago dual de U, entao

D0, T) c U c L*0,T) c U < D'(0,T).

1.5.2 Defini¢cao do Subconjunto Admissivel U,; de U

A fim de resolver o problema (P1), consideramos subconjuntos convexos e fechados de U. Por

exemplo, podemos considerar

Ugg =U

Upyg={velU; v>0 gsem (0,7)}. (1.6)

Para as aplicacoes, os controles devem ser positivos.

1.5.3 Propriedades do Funcional de Custo J

e J ¢é estritamente convexo sobre Ugy.
De fato: Considere

J() =J1(v) + J2(v), V veE U

onde
T
Jl(v):/‘y(x,T;v)—zdFda: e Jg(v):N/ lv|2dt.
Q 0

E facil ver que J; e Jy s@o convexos.
Para mostrar que J é estritamente convexo, basta mostrar que Ji(v) ou Ja(v) é estrita-
mente convexo, o que vamos fazer para Ja(v).

Assim, V 0 € (0,1) e V u,v € Ugg, com u # v, temos
T
Jo(Ou+ (1 —0)w) = N/ 0w+ (1 — O)v|?dt
0
T T T
= N02/ u?dt +2N6O(1 — 9)/ uvdt + N(1 — 9)2/ v2dt.

0 0 0

Usando 2ab < a® + b? se a # b, chegamos a
T T
Jo(Ou+ (1 —0)v) < N92/ u’dt + N (6 — 92)/ u?dt
0 0
T T
+ N9 —6?) / v2dt + N(1 — 260 + 92)/ v2dt.
0 0

Disto, segue o resultado. a
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e Da definigao de J e do fato de v — y(z,T;v) ser continua, temos

v — J(v) é continua sobre Uggq.

e Temos que J(v) > c |[v]|} — [ |2a|*dz, entdo

J(w) =00 se |v|lu— o0, v€E Uy

Das definicGes e propriedades de U, Uyq, J e considerando o Teorema 1.1, temos o seguinte

Teorema.

Teorema 1.3. Seja o convezo fechado Uyq definido em (1.6). Entao, existe um tinico controle

otimo u € Uyg que minimiza o funcional de custo J.

O par (u,y(u) é chamado de solugao 6tima para o sistema de estado (1.2)-(1.4).

Aqui, temos resolvido o problema (P1).

1.6 Caracterizacao do Controle Otimo

Resolugao do problema (P2):

Teorema 1.4. Seja U,q definido em (1.6), entao o controle dtimo u € caracterizado por

T
/ [y(x, T;u) — zq] y(z, T;v — u)dx + N/ ufv—u)dt >0, VveEUy e ue€ Uy (1.7)
Q 0

Demonstragao. Considere
fO)=J((1—=0)u+6v), VvelUy, ueclUyg e 0<6<1.

Donde, temos

f0) < f(6), v 0 €0,1].
Assim, f tem um minimo em zero e dai f’(0) > 0. Diferenciando f(6), temos
£O)=2 [ [y T (1= 0)u+00) = 2] y(a, Ty = )
Q
+ ZN/ [(1—=0)u+0v] (v—u)dr, YV ve Uy, u€ Uyg.
Q

Usando que f/(0) > 0, segue o resultado. O

A estimativa obtida em (1.7) nao é adequada, pois nao descreve u de forma explicita. Passaremos

entdo a calcular uma nova estimativa a partir do Estado Adjunto que definiremos a seguir.
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1.6.1 Estado Adjunto

Para explicitar u na inequacao (1.7), introduzimos o Sistema de Estado Adjunto dado por

dq

_E_)\Aq_ﬁ'quo em Qx(0,7)
q(z,T) =y(T;u) — z4 em ()
q(z,t) =0 sobre 0 x (0,7).

Onde q(x,T) é dado em L?(Q).

O sistema acima admite uma tnica solucao

qe L*(0,T;V)nC([0,T; HY(Q)) e % e L*(0,T; H1(Q)).

Fazendo uso do Sistema Adjunto definido acima, temos o seguinte Teorema.

Teorema 1.5. Seja Uyq definido em (1.6), entao a condi¢ao(1.7) é equivalente a

T
/(/q¢dm+Nu)(v—u)dt20, Voe Uy, e Uy
0 Q

Observagao 3: Note que a estimativa obtida acima é melhor que a (1.7), e neste caso é possivel

obter u explicitamente para alguns convexos Ugy.

Por exemplo, se consideramos

e U,s = U, obtemos

T
/ (/q¢dm+Nu>wdt20, Vw=1v—u e Uy
0 Q

Substituindo w por —w acima, tem-se

1

U = N Qqudw.

Ou se consideramos

o Uy = {v elU; v>0 gsem (0, T)}, obtemos que o controle 6timo é dado por

u= (% /Qqcbda;)_.
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1.6.2 Sistema de Otimalidade

O sistema de otimalidade é fundamental para o cdlculo numérico da solugao do problema. Aqui,

consideramos o subconjunto U,q convexo e fechado definido em (1.6).

De acordo com o que foi visto, temos o seguinte Teorema.

Teorema 1.6. Seja U,q definido em (1.6), entdo o controle étimo u, que minimiza o funcional

de custo J, é caracterizado pela unica solu¢ao {u,y,q} do sistema de otimalidade

(Z,i Ay + 8- Vy = (%/Qq(;bdx)_(b(x) em  Qx (0,7)
—%—)\Aq—ﬁ‘Vq:O em € x(0,7)

y(z,0) = q(z,T;u) = y(z,T;u) — 2q em (1.8)

y(x,t) = q(x,t) =0 sobre 082 x (0,7).

Observemos que o sistema (1.8) ndo é um problema de Cauchy. Ainda, este sistema estd
acoplado. Assim, para resolver o sistema (1.8), precisamos desacoplar este sistema. A idéia é

construir um algoritmo iterativo para calcular a solucdo numérica do problema.

1.7 Aproximacao e Convergéncia Numérica

Para resolver numericamente (1.8), consideramos n € N e desacoplamos o sistema da seguinte

forma
%—m +8.Vy" (%/q”gbdw)_qb(:r) em Q% (0,T)
Q

—%—)\Aq"—ﬂ'Vq"ZO em Qx(0,7)
y"(z,0) =0 em (1.9)
¢"(z,T;u) = y" Yz, T;u) — 2q em 0
y"(z,t) = q"(z,t) =0 sobre 9 x (0,7
y'(z,T) = dado em H'(Q).

O préximo teorema mostra que a solugao do sistema desacoplado (1.9) converge para a solucao

do sistema acoplado (1.8).

Teorema 1.7. Seja zqg € L?(Q) e N suficientemente grande. Entdo, a solug¢do do sistema (1.9)

converge em L? (O,T; L2(Q)) para a solugdo do sistema (1.8), quando n — oo.
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Demonstracao. Idéia: Considere R" = y" —y e S™ = ¢" — q. Dos sistemas (1.8) e (1.9),

obtemos

R} —AAR" +3-VR" = [(% /Qq”(;bda;>_ — (%/ﬂqcf)dw) _} ) em Qx(0,7)

—S —AAS" — 3-VS" =0 em Qx(0,7)
R™(2,0) =0 em
S"(x,T) = R" Y(z,T) em
R"(z,t) = S™(x,t) = 0 sobre 9 x (0,T).

Mostrando que

R",S" -0 em LQ(O,T;LQ(Q)), quando n — oo,

obtém-se o resultado. O
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Capitulo 2

Controle Otimo: Parte Numérica

2.1 Solucao Numérica

Vamos usar o método estabilizado de elementos finitos combinado com método iterativo para

calcular a solugdo numeérica do sistema (1.9).

2.1.1 Formulagao Variacional

A formulagao variacional do sistema (1.9) consiste em encontrar

y'q" eV = H&(Q)

satisfazendo
oy" n n n
(—(% ,v) —i—)\(Vy ,Vv) + (B-Vy",v)=(F",v)
a n
—(%,v) +A(Vq", Vo) — (8- Vg",v) =0

Vv € V. Com condigoes iniciais, final e “chute final”

y"*(z,0) =0
¢"(z,T) =y" "z, T;u) — 24

y°(-,T) = dado em H'(Q)

onde

Fr = (% /Q q”¢dw>_¢.

(2.1)

(2.2)
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2.1.2 O Problema Aproximado Via Elementos Finitos

Considere um dominio poligonal e uma discretizacao em N, elementos quadrilateros; ou seja

satisfazendo as condigCoes de uma malha de elementos finitos (ver Hughes [6]) e Morton [11]),
onde Q¢ denota o interior do elemento genérico ”e”, e 1° seu fecho. O parametro da malha é
dado por h = max he,e = 1,2, ..., N, onde h, é o didmetro do elemento e. Seja V() € C%(Q)

espaco de elementos finitos dados por
Vi, = {vh eV ;UZ S PI(QE)},

onde v§ é a restricio de vj, ao elemento “e¢” e P1(Q¢) é o conjunto de polindmios bilineares

definidos em °.

Aplicaremos a formulagao de Streamline-Upwind /Petrov-Galerkin - SUPG neste subespago (ver

Hughes [6]) e Morton [11]).

2.1.3 O Problema Semidiscreto

Consiste na discretizacao apenas na varidvel espacial usando o método de elementos finitos.

Seja Vi, C V o espago de elementos finitos definido anteriormente. As aproximacgoes dos pro-
blemas (2.1)-(2.2), através do método de SUPG, sao dadas por: Encontrar y3!, g; € V}, tais

que

<% , vh) + A(Vyﬁ,Vvh) + (B -V, vh)

ot
+i/e(8aitz—)\Ayﬁ—kﬂ-Vyﬁ—Fﬁ)Tﬁ'Vvthe:(Ff?’Uh)7
—(% : vh) +/\<Vqﬁ, Vvh) - (B‘VQZa vh) (2:3)

Y v € V3. Com condigoOes iniciais, final e “chute final”
Y (2,0) =0
ah (@, T) = yp Nz, T u) — 24 (2.4)

y)(x,T) = dadoem HY(R),
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ondet € [0,T] et = Os problemas (2.3)-(2.4) sao chamados de aproximagoes semidiscretas

2|6 |
ou de aproximagoes continuas no tempo, ja que a variavel temporal nao esta sendo discretizada.

Nosso préximo passo ¢ fazer as discretizagdes dos problemas (2.3)-(2.4) na varidvel temporal.

2.1.4 O Problema Totalmente Discretizado

Usaremos diferencas finitas na discretizacao temporal, aplicaremos o esquema de Euler Implicito.
Primeiro, dividimos o intervalo [0,7] em subintervalos [t;_1,t;], onde t; = jJAT, j =1,...,k
com tg =0 et =T. Assim, o esquema de Euler Implicito, para aproximar os termos y; e ¢; é

dado por

Ay(x,t5)  yj—yj—1 9q(x,tj) _ gj+1— g
ot At ¢ ot At (2:5)

Logo, substituindo (2.5) nos problemas variacionais (2.3) e (2.4), os problemas completamente

discretizados sao escritos na forma: Dado j =1, ..., k, encontrar y;’ I qy ; € Vi, tais que

(% 7 vh) +’\<Vyﬁ i V”h> + (B'Vyg’j ’ vh>

y
+Z/ b, ] )\Ayg7]+ﬂVyZ7])TﬂVvthe

—(F"-er’?’j_l v)+§: (F”-+yz’j_1)rﬁ-w Qe
NI T A ) T A o U T T A hEE

(% con) +A(Vai 5 Von) = (8- Vai. 5, vn)

q
—Z/ =7 )\Aq27j—ﬁ~VqZ7j)Tﬂ'Vvthe
—<Qh Ly, Z/ . ]H 76 - Vup, dQ°,

Y v, € V3. Com condigoes iniciais, final e “chute final”
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2.1.5 Algoritmo de Resolucao

Para a solugao deste problema, usamos o seguinte algoritmo.

Para j =k —1,...,0, encontrar qﬁ’ ; € V4, satisfazendo

<q27j , vh) + ANAtL (Vq}’:’j , Vvh) — At <B . Vqﬁj , vh>

Ne
_Z/e (qﬁd —AALAG ;- Atﬁ-VqZ,j) 78 - Yy, dQ°
e=1

Ne
= (QZ,]’H ) Uh) — Z/Qe G j1 70 - Vo dQ°, Yo, € V.
e=1

y270:0.

Para j =1,...,k, encontrar y;’ ; € V4, satisfazendo

+Z/ (yﬁ] —AAt Ay + AtS- VyZ,J)Tﬂ - Vuy, dQ2°

e=1 ¢
Ne

- (AtF;Zj + y”h,j—l 5 'Uh) + Z/e (AtFﬁj + yZ,j—l)Tﬁ . Vvhdﬂe,
e=1

Vop € Vi, onde F = (% Jod; jgbhdaj) on.
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2.2 Aplicacoes

Consideramos o caso de Poluicio Ambiental. O problema (1.2)-(1.4) modela a concentracao
de uma substancia poluente/contaminante em uma determinada regido 2. Consideramos que
a concentracao varia no tempo e que esta substancia, poluente/contaminante é difundida e
convectada na regiao ). As aplicagoes incluem o meio ambiente fisico, onde a concentragao
varia de acordo com a velocidade do meio. Em nosso modelo, consideramos que o poluente é

disseminado em um meio incompressivel.

Como uma aplicagao, estudamos o caso da contaminacado de um rio/lagoa pelo mercirio em
adgua parada e em movimento. Pela Legislacao Brasileira, o maximo aceitavel z4 do mercurio,

em agua potavel e em efluentes é tabelado por

Neste caso: Agua potavel: z4 =2 x 10_6mg/l.

Efluentes: zq = 2 x 10 3mg/I.

Consideramos: Caso de Agua parada: 8 = 0.

Caso de Agua em movimento: (3 # 0.

O objetivo maior desta parte do trabalho é minimizar, através dos controles, os efeitos causados
pelo agente poluente. Ou seja, o problema é determinar estdgios (usando os controles) de tal

forma a minimizar os efeitos da poluicao causados por detritos contendo merctrio.

2.2.1 Resultados Computacionais

O objetivo aqui é validar o modelo matemaético, junto ao modelo numérico. Esta tarefa nao é
simples, ja que tanto para o modelo matematico, quanto para o modelo numérico nao se dispoe

de solugoes comparativas.

Nas aplicacoes, para que o modelo faga sentido fisico e represente uma situacao pratica, esco-
lhemos €2 uma regiao retangular, cujas fronteiras I'1,I'9,I's e I'y representam o trecho de um
rio a ser estudado. As fronteiras I'y e I'4 correspondem a largura do rio e as fronteiras I'y e I's
seu comprimento. A velocidade da dgua é dada na direcdo do comprimento do rio no sentido

de Fg.
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lﬂ4
v
Nz o
Q
=
Iy
F(z,t) = v(t)¢i(x)
E, consideramos o seguinte sistema de estado
dy
E—)\Ay%—ﬁ-Vy:F(a:,t) em € x(0,7) (2.6)
y(x,0) =0 em (2.7)
y(z,t) =0 sobre Ty x (0,7) (2.8)
0
a—i(m,t) =0 sobre ([ UT3UTy) x (0, 7). (2.9)

A condicao (2.7) diz que no instante inicial a poluicdo é nula, a condicdo (2.8) significa que, em

qualquer tempo ¢ € (0,7), na fronteira I'y ndo hé poluicao e a condigao (2.9) diz que o fluxo

difusivo de poluicao, através das fronteiras I'o, I's e I'4 é nulo.

A seguir, apresentamos uma tabela com os valores usados nos graficos.

Coeficiente de difusdo-Hg (cm?/s)

A=6x 109

Nivel aceitdvel do Hg (mg/cm?)

zqg = 2 x 107 %sen(mx/L)sen(ny/L)

Vetor velocidade (em/s)

g=10""4 (1 _ (yz%z)z | 0>

Constante de custo

N =15 x 10*

Tempo final (s)

T = 8640000

Tabela 1: Valores usados nos graficos.

Consideramos ainda

e Dominio: © = (0,100) x (0,100)cm?.

XIIT ERMAC
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e Malha de 10000 elementos quadraticos com Az = Ay = 1cm.
e Passos no tempo: 400 com At = 21600 s fixado.
e w um quadrado de lado [ centrado em b € w C Q e

L se zew,

~

Pi(x) =

0 se z¢w,
Primeiro, analisamos os casos de uma unica fonte poluente em agua parada e variamos o local
de entrada do poluente. Em seguida, consideramos o caso em que o poluente é convectado e,
também, variamos o local de entrada do poluente. Ainda, consideramos o caso de multiplas
fontes poluentes em agua parada e em movimento. Finalmente, consideramos um controle

admissivel arbitrario.

Usamos um cédigo em Fortran 90 com elementos bilineares.

Graficos e Analise

Nos graficos (2.1)-(2.3), consideramos apenas uma fonte poluente situada na regiao central
do dominio e a velocidade de convecgao é nula, estes sao casos em que a agua esta parada e

portanto, temos apenas o espalhamento do poluente devido a difuséo.

Controle 6timo Concentragao do poluente
2e—11 7 2¢-06
1.8e—11 *
1.6e-11 * 1.5e—06
1.4e—11 * —~
= ] g
[5e) Il
<§ 1.2e—11 E S 1e-061
T le—11 &g
g ] Pl
S 8e-12-
6e—12 *
4e—12 *
2e—12 *
Y 2e+06  4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)
Figura 2.1: u(t) y(z, T;u(T)), w=(46,54)x(46,54).
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Controle 6timo Concentragao do poluente

2e—11 7 2e—06

—_

8e—11 1

—_

6e—11 — 1.5e-06 -
4e—11 4

—_

—

2e—11 4

le—11-

uo (mgfem’3)
Y (mg/cm”"3)

8e—12 -

6e—12

N
] Ao
] AN
4e—12 - TN

2e—12

o 2e+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)

Figura 2.2: u(t) y(z, T;u(T)), w=(49,51)x(49,51).

Controle 6timo Concentracao do poluente

2e—11 7 2e—06

—

8e—11 1

.6e—11

—

Ade—11 4

—_

2e—11 4

le—11

Y (mg/cm”3)

uo (mg/em*3)

8e—12

6e—12 il

] XX
de—12 7 R

2e—12

o 2e+06  4e+06  6e+06  8e+06
t (segundos)

Figura 2.3: u(t) y(x, T;u(T)), w=(49.9,50.1)x(49.9,50.1).

Neste caso, de dgua parada, constatamos que inicialmente podemos despejar uma certa quan-
tidade de poluente u, e no transcorrer do tempo esta quantidade diminue de modo que a
concentragao de polui¢ao no tempo final y(x,T;u(T")) nao ultrapasse o valor méximo aceitavel
zq. Notamos, ainda, que o controle u é decrescente e, através dos graficos da concentracdo, que
ao diminuirmos a regiao quadrangular w, isto é, quando fazemos [ — 0, passamos de um perfil

de fonte localizada para um perfil de fonte pontual.

No que segue, ainda considerando que a velocidade de convecgao é nula, ou seja, agua parada,

variando o local de entrada do poluente, temos os seguintes graficos (2.4) e (2.5).
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Controle 6timo Concentragao do poluente

2e—11 7 2e—06

—

.8e—11

[

.6e—11 * 1.5e-06

[

Ade—11

2e—11

le—11

uo (mg/em™3)
Y (mg/cm”"3)

8e—12
6e—12

4e—12

2e—12

o 2e+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)

Figura 2.4: u(t) y(x, T;u(T)), w=(79.9,80.1)x(69.9,70.1).

Controle 6timo Concentracao do poluente

2e—11 7 2e—06

-

8e—11 7

—

.Ge—11 — 1.5e-06
Ade—11 4

—

—

2e—11 3 1e—06 7

Y (mg/cm”3)

le—11

uo (mg/em*3)

8e—12
6e—12 -

de—12

2e—12 -

o 2e+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)

Figura 2.5: u(t) y(x, T;u(T)), w=(19.9,20.1)x(14.9,15.1).

Nos graficos (2.3)-(2.5), escolhemos a regido w de entrada de poluente, com drea 0.2 x 0.2cm?,
em posicoes diferentes no dominio €2. Observamos que a quantidade de poluente despejada
depende da localizacdo da fonte. Percebemos que na regido central, o poluente tem mais liber-
dade de espalhamento; logo, podemos despejar maior quantidade de poluente nesse local. A
concentracao de poluicdo no tempo final atinge um indice maior, préximo a z4. Agora, conforme
a fonte se afasta da regiao central do dominio, a quantidade de poluente despejada diminui e
portanto, a concentragao de poluicao, também, diminui. Aqui, também, com o passar do tempo,
esta quantidade de poluente despejada deve ser diminuida para que a concentracao de poluicao

no tempo final ndo exceda o valor z4. O controle u é, também, decrescente. Os valores dos
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funcionais de custo J encontrados nos graficos (2.3), (2.4) e (2.5), respectivamente, sao
J(u) =9.62x107%  J(u)=9.98x 107, J(u) =1.23 x 1075,

Observamos que quando a agua esta parada, o funcional de custo J aplicado no controle 6timo
u é menor quando o local de entrada do poluente estd no centro da regido §2, isto nos leva a

crer que a melhor localizagao para o despejo do poluente é a regiao central do dominio.

Agora, consideramos os casos em que a dgua estd em movimento, isto é, B(x,y) # (0,0).

Controle 6timo Concentragao do poluente
2e—11 5 2e-06
1.8e—11 ’f
16e—11 1.5¢-06
1.4e—11 é .
— ] g
[58) 1
g 12e-11 S 1e06|
2 le—117 g
RS ] —
S  8e—12 - f
: s
6e—12 ] I
1 Wi
4e—12 i
2e—12 é
0 2e+06  4e+06  6e+06  8e+06
t (segundos)
Figura 2.6: u(t) y(x, T;u(T)), w=(38,42)x (48, 52).
Controle 6timo Concentragao do poluente
11 ] 2e-06 1
] 1.5¢-06 -
1.5e—11 - .
_ ] g
&3 5
5 ] 2
S E
£ le—11- —
- ]
Se—12
o 2¢+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)
Figura 2.7: u(t) y(x, T;u(T)), w=(39.9,40.1)x(49.9,50.1).

Verificamos, através dos graficos do controle u, que devemos comecar despejando uma certa
quantidade de poluente e ao passar do tempo, esta quantidade pode ser aumentada e depois

diminuida de modo que a concentracao nao ultrapasse o valor z4. Observemos que u é crescente
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e decrescente. Aqui, notamos um comportamento semelhante ao caso de dgua parada, para a

concentracao do poluente, quando diminuimos a regiao w de entrada do poluente.

Analisaremos, agora, os casos de multiplas fontes poluentes.

Consideramos 3 fontes. Para

grafico (2.8), dgua parada e para o gréfico (2.9), 4gua em movimento.

Controle 6timo Concentracao do poluente

2e—11
1.8e—11 oo
1.6e—11 - T
1.4e—11 4 ? =
2 1.2e-11 E
= ] . =
B le-117 o ;E,
S  8c-12 — %%“:
6012 1 %
de—12 é
2e—12 é
o 2e+06  4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)
Figura 2.8: u(t) y(x, T;u(T).
uj para a fonte situada na regido w=(19.9,20.1) x (14.9,15.1).
+++++: wug para a fonte situada na regido w=(49.9,50.1) x (49.9, 50.1).
000000 wug para a fonte situada na regiao w=1(79.9,80.1) % (69.9,70.1).
Controle 6timo Concentragao do poluente
2e—11 ] 2e—06 1
1.8e—11 é
1.6e—11 1.56-06 -
1.4e—11 i =~
S [ 2e-11 ] E
5 z Ef
\%‘3 le—11 ] ;
S  8e—12
6e—12 , ';":,
| \
de—12 E
2e-12 7 e
e
o 2e+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)
Figura 2.9: u(t) y(x, T;u(T).
up para a fonte situada na regiao w=(15.9,16.1) x (25.9,26.1).
++-+++: wug para a fonte situada na regiao w=(42.9,43.1) x (55.9,56.1).
COOOOO!

uz para a fonte situada na regido w=(74.9,75.1) x (85.9, 86.1).
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Aqui, também, observamos que tanto o controle 6timo, quanto a concentracao de poluicao se
comportam analogamente ao caso de uma unica fonte. Chamamos a atencao para os gréficos

(2.3)-(2.5) e (2.8), onde escolhemos, propositalmente, os mesmos locais de entrada do poluente.

Por fim, analisamos um caso em agua parada e em movimento, considerando um controle

admissivel arbitrario. Tomando o controle arbitrario v(t) = 2 x 107! ¢/8640000 mg/cm3.

Controle arbitrario

2e—11

1.8e—11 -

1.6e—11 1

l.4e—11 —

1.2e—11 —

v (mg/cm”3) le—11 é
8e—12 —

6e—12 é

4e—12 é

2e—12 4

o 2e+06 4e+06 6e+06  8e+06
t (segundos)

Figura 2.10: v(t) = 2 x 10711 /8640000 mg/cm?

temos as concentracoes de poluente referentes a este controle arbitrario

Concentracao do poluente: y(z,T;v(T))

3.5¢-06 | 2e-06
3¢-06
2.5¢-06
% 2e-06 %
S g
> >
Figura 2.11: (a) agua parada (b) agua em movimento
w = (49.9,50.1)x (49.9, 50.1) w = (39.9,40.1)x (49.9,50.1).
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Para o caso em que a dgua estd parada, escolhemos a mesma regiao de entrada de poluente
do gréfico (2.3) e para dgua em movimento a mesma regiao do gréfico (2.7). Os valores dos

funcionais de custo J encontrados nestes casos sdo
J(u) = 9.62 x 1079 para o grafico (2.3).

J(v) =1.02 x 1078 para o gréfico (2.11) (a).
J(u) = 9.73 x 1079 para o grafico (2.7).

J(v) =1.01 x 1078 para o gréfico (2.11) (b).

Notemos que o valor de J é menor quando o controle é 6timo, o que de fato deveria ocorrer.
Observemos, ainda, comparando os graficos da concentragao (2.3) e (2.7) com os graficos (2.11)
(a) e(b), que a concentracao de poluente atinge indices mais elevados, quando usamos um

controle admissivel arbitrario, o que também estd de acordo com nossa teoria.

2.2.2 Conclusao

Analiticamente, podemos obter os mesmos resultados considerando outras condigoes de frontei-

ras no sistema (1.2)-(1.4).

Consideramos um subconjunto admissivel U,q com restri¢oes, isto dificulta a anélise numérica
do problema, pois chegamos a um sistema de otimalidade nao linear, que nao é um problema

de Cauchy, é um sistema composto por uma equacao de valor inicial e outra de valor final.

Numericamente, observamos que a soluc¢ao do problema condiz com o esperado e apresenta um
comportamento muito bom, quando a convecc¢ao é nula ou pequena comparada com a difusao.
Entretanto, para o caso em que aumenta a velocidade da dgua, surgem algumas dificuldades
inerentes ao termo de conveccao e estas dificuldades sao, ainda, maiores a medida que a veloci-
dade aumenta mais; pois, o escoamento passa a ter um caracter predominantemente convectivo
e portanto, instabilidades e oscilagés sao observadas, o que é corrigido com o uso do método

estabilizado SUPG.

Observamos que ao diminuir a regido w C €2 de entrada do poluente, o comportamento do
sistema com fonte localizada se aproxima de um sistema com fonte pontual, podemos observar

isto claramente, por exemplo, nos gréficos (2.1)-(2.3) e (2.6)-(2.7).

Quando tomamos um controle admissivel arbitrario, comprovamos numericamento (o que ja

sabiamos teoricamente) que o controle 6timo, de fato, é o que minimiza o funcional de custo.
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A escolha dos valores dos parametros do modelo; como por exemplo, tempo final, tamanho
do dominio, velocidade de conveccao, visa adequacao a um caso real. E claro que como se
trata de modelagem, nao se pode esquecer que o modelo expressa a realidade dos casos dentro
de sua prépria linguagem, carregando com isso suas limitacoes. Notamos que a escolha destes
parametros influenciam o controle 6timo e, consequentemente, o custo final obtido. Isto significa

que os valores desses parametros devem sempre ser levados em consideracao .
Quanto a funcao z4, poderiamos considera-la, também, dependente do tempo.

Repetidas simulagoes foram realizadas variando os parametros do modelo e em todos os casos

constatamos a convergéncia do método.
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