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Resumo- Métricas ponderadas por ordens parciais e métricas de blocos foram
introduzidas nos tultimos anos como métricas alternativas para o estudo de
codigos corretores de erros. Cédigos de blocos ponderados foram introduzi-
dos em 2008, intercalando as métricas de blocos e as métricas ponderadas
por ordens parciais. Neste trabalho estudamos uma familia particular destas
métricas, as chamadas métricas de blocos de Rosenbloom-Tsfasman. Neste con-
texto classificamos as classes de cédigos equivalentes e desenvolvemos muitos
dos resultados classicos da teoria dos codigos, incluindo a determinagao do
raio de empacotamento, raio de cobertura, classificagao dos cédigos MDS,
classificacao dos codigos perfeitos, caracterizacao dos codigos quasi-perfeitos
e propomos um algoritmo de decodificagao via sindromes.

Palavras-chave: Pesos de Rosenbloom-Tsfasman, pesos de blocos, codigos
ponderados, pesos generalizados, codigos corretores de erros.

Classification of Rosenbloom-Tsfasman Block Codes

Abstract- Poset and block metrics were introduced in recent years as alterna-
tive metrics to study error correcting codes. Poset-block codes were introduced
in 2008, intervening both poset and block metrics. In this work we study a fam-
ily of such metrics, the Rosenbloom-Tsfasman block metrics. In this context
we classify the classes of equivalent codes, describe canonical representatives
of each class and develop much of the classical theory of error correcting codes
for Rosenbloom-Tsfasman block codes, including determination of packing ra-
dius and classification of MDS and perfect codes, determination of covering
radius and characterization of quasi-perfect codes and propose an algorithm
for syndrome decoding, including precise description of syndrome leaders.

KeyWord: Rosenbloom-Tsfasman weights, block weights, poset codes, gen-
eralized weights, error correcting codes.

1. INTRODUCAO

Insatisfeito com o funcionamento de seu computa-
dor nos Laboratérios Bell (Bell Telephone Laborato-
ries), Richard Hamming desenvolve em 1947 o primeiro
codigo corretor de erros, conhecido hoje como cédigo
bindrio de Hamming. As idéias de Hamming foram
publicadas somente em 1950 (ver [4]). Um exemplo de
dimensao baixa do cédigo bindrio de Hamming apare-
ceu em 1948 no célebre trabalho de Claude Shannon
(ver [21]). Em [4] Hamming também estabelece os con-
ceitos fundamentais da teoria dos cédigos corretores de
erros: métrica de Hamming, cédigos equivalentes e o
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limitante de empacotamento de esferas. Os fundamen-
tos tedricos sobre cddigos lineares foram estabelecidos
em 1956 por David Slepian (ver [22]): cédigos de grupo,
arranjo padrao, sindromes e algoritmo de decodificacao
por méxima verossimilhanga via sindromes. Seguindo
os passos de Hamming e Slepian, apresentamos neste
trabalho os conceitos fundamentais em relacdo a uma
nova familia de métricas, as chamadas métricas de blo-
cos de Rosenbloom-Tsfasman (descritas na préxima
segdo).

Iniciamos apresentando de forma sucinta os conceitos
introduzidos por Hamming e Slepian em [4] e [22]. Estes
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conceitos sdo classicos e sdo encontrados em qualquer
bom livro de teoria dos c6digos corretores de erros (por
exemplo, ver [5]). Seja F) o espaco vetorial das N-
uplas sobre o corpo finito Fy com ¢ elementos. Um
vetor x € Fév serd denotado por z1x2 ... N, sendo x; a
i-ésima coordenada de z. Um subespago k-dimensional
C C F} é chamado de [N; k] cédigo linear. Os vetores
de um [N; k] cédigo linear sdo chamados de palavras-
cédigo. Se {g1,92,...,9k} é uma base de C entao G =
(g9i) é a chamada matriz geradora de C:

C’:{x-G:xEF’;}. (1)

O subespaco

CL:{yEFé\]:c-y:OparatodoceC}, (2)
ondec-y=ci-y1+...+cn-yn é o produto interno
em Fflv, é o chamado cédigo dual de C. Uma matriz
geradora H de Ct é dita uma matriz de paridade
de C': denotando o vetor nulo 00...0 por 0, ¢ € C
se, e somente se, H - ¢ = 0. Para cada = € Fév seja
suppy () = {i : x; # 0} o suporte de Hamming de
z. O ndmero wy (x) = |suppy (z)| é o peso de Ham-
ming de z. A distancia de Hamming dy (z,y) entre
z e y € o numero de coordenadas distintas entre x e y, ou
seja, dg (z,y) = wu (x — y). A distdncia de Hamming
é uma métrica em F,]IV (dm é positiva definida, simétrica
e satisfaz a desigualdade triangular). O espago métrico
(Fév 7dH) é conhecido como espago de Hamming.
Associado a um cédigo linear C' temos a disténcia
minima de Hamming de C:
dH(C):min{dH (c,c’) :c#c’GC}. (3)
Vale que dy (C) = min{wg (¢) : 0 # c€ C}. Dado r
um inteiro positivo e x € F;', o conjunto de todos os
vetores y € F,]JV tal que dm (x,y) < r é denotado por
By (x;r) e chamado de bola de centro x e raio r. O
maior r tal que By (c;r) N By (¢';7) = 0 para todo
¢ # ¢ € C é a chamada capacidade de corregao
de erros de C (ou o raio de empacotamento de C).
Dado um cédigo linear C, é bem conhecido na literatura

que
P {dH(C)lJ (@)

é a capacidade de corregao de erros de C. Se durante
a transmissdo de uma palavra cédigo ¢ ocorrerem no
méximo t erros e recebermos a mensagem = (x =c+ e
com wg (e) < t), entdo ¢ é a Gnica palavra cédigo mais
proxima de x: a mensagem x é decodificada correta-
mente com sendo a palavra cédigo c. O procedimento
de decodificar uma mensagem x como sendo a palavra
c6digo mais préxima de x é conhecido como decodifi-
cador por maxima verossimilhanca. Um algoritmo
simples para decodificacdo é baseado nas sindromes dos
vetores de F'. Dado um [N; k] cédigo linear C' e uma
matriz de paridade H de C, definimos a sindrome
S(z) de z € FY como sendo o vetor H - z*. Como
S é uma aplicagéo linear sobrejetora de Ffzv em Fév —k
e a sindrome de uma palavra cédigo ¢ é o vetor nulo
0, S(c+e) = S(e). A sindrome restrita aos vetores
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e € Ffzv tal que wg (e) < t, denotada por g, é uma
aplicagdo injetora. Assim os procedimentos para o al-
goritmo de decodificacdo por sindromes sao: seja x
uma mensagem recebida; suponha que x = ¢ + e com
c € Cee e F) ovetor erro; calcule S(z) (lembre

que S(z) = S(e)); se S(z) ¢ Im (§)7 entdo x nao

pode ser decodificada; agora se S (x) € Im (g), ou

seja, wy (e) < t, decodifique x como sendo o vetor
-5 (S@)=z—ec

Cédigos em espacos de Hamming mostram-se efi-
cientes para a corregdo de erros aleatérios, correcao de
erros em rajada aleatérias (bursts errors) e corregao
de rasuras aleatérias (erasures) (por exemplo, ver [§]
e [11]). Em 1997 Rosenbloom e Tsfasman ([20]) apre-
sentaram uma nova familia de métricas (as chamadas
métricas de Rosenbloom-Tsfasman) eficientes para
medir erros em rajadas localizadas (neste sentido pode-
mos dizer que os erros sdo do tipo rasuras em rajadas).
J4 em 2004 Ozen e Siap ([15]) propuseram um es-
quema de decodificagdo por méxima verossimilhanga
para mensagens transmitidas em canais de comunicagao
onde os erros ocorrem em rajadas nas primeiras co-
ordenadas e aleatdériamente nas tultimas coordenadas,
intercalando a métrica de Rosenbloom-Tsfasman com
a métrica de Hamming. O decodificador de Ozen e
Siap é construido a partir de uma forma padrao de ma-
triz geradora para cédigos em espagos de Rosenbloom-
Tsfasman ([15], Theorem 1). Os cédigos considerados
em [15] sdo lineares sobre corpos finitos. Extensoes dos
resultados em [15] para anéis de Galois podem ser en-
contrados em [14] e [13]. Em [13], [14] e [15] ndo sao de-
terminados a capacidade de corregao de erros (ou o raio
de empacotamento) dos cédigos em relagdo a métrica
de Rosenbloom-Tsfasman. Também néo sdo propostos
algoritmos de decodificagao.

Neste trabalho apresentamos uma nova familia de
métricas intercalando a métrica de blocos introduzida
por Feng, Xu e Hickernell em [3] com a métrica de
Rosenbloom-Tsfasman. Assim como Wei em [23] con-
sideramos os pesos generalizados em relacdo a nova
métrica. A partir dos pesos generalizados estendemos
os resultados de Ozen e Siap: determinacdo de uma
forma padrao de matriz geradora, limitante de Single-
ton generalizado, cdlculo do espectro dos pesos general-
izados, decodificagdo por maxima verossimilhanga. De-
terminamos também o raio de empacotamento, o raio
de cobertura (em fungdo do tltimo peso generalizado)
e apresentamos uma classificacdo dos cédigos perfeitos
e quase-perfeitos. Uma proposta de algoritmo de de-
codificacdo via sindromes é apresentada. Ficam assim
estabelecidos os conceitos fundamentais da teoria dos
cédigos corretores de erros em espagos de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman.

A métrica de blocos de Rosenbloom-Tsfasman é um
caso particular de uma familia de métricas introduzi-
das por Alves, Panek e Firer em [1]. Em [1] sdo carac-
terizados os grupos de simetrias lineares (em particu-
lar o grupo de simetrias lineares dos espagos de blocos
de Rosenbloom-Tsfasman). As métricas em [1] s@o ex-
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tensdes das métricas introduzidas por Brualdi, Graves
e Lawrence em [2] (estudadas em [6], [7], [9], [16]) e
Feng, Xu e Hickernell em [3] (estudadas em [10]). A
métrica de Hamming é um caso particular das métricas
de Rosenbloom-Tsfasman (estudadas em [13], [14], [15],
[17], [18], [19]) que s&o casos particulares das métricas
em [2].

2. ESPACOS DE
ROSENBLOOM-TSFASMAN

BLOCOS DE

Seja N um inteiro positivo e m = (71,72, ...
particao de N:

,Tp) UmMa

N:7T1+7T2+...+7Tn (5)

com m; > w2 > ...>7p > 1. Paracada m;, 1 <1< n,
seja V; o espago vetorial Fg' sobre o corpo finito Fy.
Definimos o espaco vetorial V' como sendo a soma direta

(6)

Temos que V é isomorfo a Fév . Cada vetor x € V pode
ser escrito de forma tnica como

V=VieVd...0V,.

r=z1+ T2+ ...+ T (7)

com x; € V; para cada 1 < i < n. Definimos o peso de
blocos de Rosenbloom-Tsfasman w, (ou o m-peso)
dex=x1+2x2+...+2x, €V pondo

se
se

wr (z) = { max {¢ :Oxi # 0}

O 7-peso induz uma métrica em V', chamada métrica
de blocos de Rosenbloom-Tsfasman (ou 7-
métrica): se z,y € V entdo

x#0
z=0 (8)

(9)

Nestas condicoes diremos que (V,dr) é o m-espago de
Rosenbloom-Tsfasman. A w-distancia minima de
um cédigo linear C' é o nimero

dr (2,y) = wa (T —y) .

(17T:<17T(C'):min{ci7r (c,c') :c#c'GC}. (10)

Associado ao peso de blocos de Rosenbloom-
Tsfasman temos o peso generalizado de blocos de Ro-
senbloom-Tsfasman: se D C V é um subespago veto-
rial, entao

ID|| = max {wx (z) : z € D} (11)
é o peso generalizado de blocos de Rosenbloom-
Tsfasman (ou m-peso generalizado) de D e
dr =d, (C) =min{||D||: D C C,dim (D) =r} (12)
é o r-6simo peso minimo de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman (ou r-ésimo w-peso gen-
eralizado) de um cédigo linear C C V. Um
c6digo linear C C V' de dimensdo k com hierar-
quia de m-pesos generalizados (di,ds,...,d;) é dito
um [N;k;di,...,d;] cédigo linear. Como d, (C) =
min{wx (¢) :0# c€ C} e |D| = wx(c) para todo

3

0 # ¢ € D sempre que D é 1-dimensional, entdo
dy (C) = d= (O).

A métrica de blocos de Rosenbloom-Tsfasman é um
caso particular da (P, 7r)-métrica introduzida por Alves,
Panek e Firer em [1], que corresponde a P totalmente
ordenado. Quando a particdo 7 de N satisfaz m; = 1
para todo 1 < ¢ < n a m-métrica coincide com a métrica
de Rosenbloom-Tsfasman proposta em [20].

3. MATRIZ GERADORA

Comecaremos enunciando a monotonicidade dos 7-
ésimos m-pesos generalizados.

Teorema 1 Seja C um [N;k; di, ...
Entao

,di] c¢dédigo linear.

OSdlngSSdkgn (13)

Observacao 1 Os numeros da hierarquia de mw-pesos
generalizados ndao sao necessariamente distintos. Seja
m = (2,1,1) uma particio de N = 4 e considere o

cédigo bindrio C = {0000,1000,0100,1100}. Neste
caso
di (C) = (14)
ds (C) = min {w, (1000) , wy (0100) , wy (1100)} = 1.
(15)

Seja (V,d-) um m-espago de Rosenbloom-Tsfasman.
Para cada m-upla (7¢,,...,ms,, ), definimos a aplicagdo
projecao
(16)

, V.. da seguinte forma:

Pty.ot) 2V =V
em relacao aos blocos V4, ...
dadou=u1 +...+u, €V,

P(t1,e.rtm) (u) = ug, + ... + ue,, - (17)

Teorema 2 Seja C um [N;k;di,...,ds] cddigo linear.
Entao C admite uma matriz geradora G = (Gst) onde
Gst sao submatrizes de ordem s xt, com s < t, Gsﬂj =
0 sej>t; epara cada 1 < i < m o posto de Gsww,i é
igual a s;. Nestas condi¢ées s1 + S2 + ...+ sm = k.

Definicao 1 A forma matricial no teorema 2 serd dita
do tipo ((51, tl) sy (Sm, tm)).

Lema 1 Seja G uma matriz do tipo
((s1,t1) 5.+, (Sm,tm)). Entao G € a matriz ger-
adora de um [N; E:’;l si] cddigo linear.

Lema 2 Seja C' um cédigo gerado por uma matriz G
do tipo ((s1,t1) .-, (Sm,tm)). Se D € um subcddigo de
C, entao ||D|| = t; para algum 1 < j < m.

Teorema 3 Seja G uma  matriz  do  tipo
((s1,t1) 5y (Smytm)). Entao G é uwma matriz
geradora de um |N; 27;1 si] cddigo linear C com
hierarquia de mw-pesos generalizados

dlf...:dslztl (18)

dsy41= .. =ds 45y = t2 (19)

(20)

d81+4.4+57n—1+1 == d31+'-~+5m—1+5m =lm. (21)
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Definicao 2 Os cddigos com matriz geradora do tipo
((s1,t1) .-, (Sm,tm)) serao chamados de cédigos do
tipo ((817t1) PEEE) (Sm7tm))'

Corolario 1 Seja C  wm  cddigo do  tipo
((s1,t1) -y (Smytm)). Entdo C é um [N;Z:.il si]
codigo linear com hierarquia de m-pesos generalizados

di=...=ds;, =11 (22)

dsj41 = ... =dsj45, =12 (23)

(24)

d31+u~+3m71+1 =...= ds1+m+3m—1+3m =tm. (25)
Corolario 2 Seja C  wm  cddigo do  tipo
((s1,t1) 5.+ (Smytm)) € Di,...,Dn  subcddigos

de C tal que ||Dj|| =t; e dim (D;) = s1+ ...+ s; para
todo 1 < j <m (note que D,,, = C). Entao

DiCDsC...C D,. (26)
Corolario 3 Para um codigo do tipo
((‘917t1) yree (Sm7tm))7

di=...=ds; <n—m+1, (27)

d31+1:...:d31+32 Sn—m—i—?, (28)

(29)

dsytotsmrt1 = oo = dsy o dsp gt <. (30)

Coroldrio 4 (Limitante de Singleton) Para  um
[N;k;di,...,dg] cddigo linear C,

d- (C)<n—m+1. (31)

4. DECODIFICACAO POR MAXIMA
VEROSSIMILHANCA

Seja (V,dr) um m-espago de Rosenbloom-Tasfasman.
Dados x € V e r um inteiro positivo, o conjunto de
todos os vetores y € V tal que dr (z,y) < r é a chamada
bola de centro x e raio r. A bola de centro x e raio r
serd denotado por By (z;7).

Lema 3 Sey € B (z;7) e wr (x) > r, entdo wx (y)
W ().

O raio de empacotamento s de um cddigo lin-
ear C' de V é o maior inteiro positivo tal que as bolas
centradas nas palavras cédigos de C' sao duas a duas
disjuntas.

Teorema 4 O raio de empacotamento de um
[N;k;di,...,dg] cddigo linear C € igual a
s=dr(C)—1. (32)

4

O processo que associa cada mensagem x a uma
palavra cédigo ¢ mais préxima de = (segundo a -
métrica) é chamado de decodificagdo por maxima
verossimilhanga. Segue do teorema 4 que se uma
mensagem = contém no maximo s erros nas s primeiras
coordenadas, entdo existe um tnica palavra cédigo c
mais proxima de x.

Observacao 2 A métrica de blocos de Rosenbloom-
Tsfasman é uma ultra-métrica:

dﬂ' (.’I,’,y) S max {dﬂ' ('T7Z)7d7\' (Zzy)} (33)
para todo z € V.. Em espagos ultra-métricos (X, d) todo
tridngulo € isdsceles e consequéntemente (ver [12]), da-
dosx #ye€ X,
=0

By (z;7) N By (y;7) (34)

se, e somente se, r = d(xz,y) — e com ¢ > 0.
Como a m-métrica € discreta, dado um cédigo C' C
V, da nao-arquimedianidade de (V,dx) concluimos que
r = d (C) — 1 é mdzimo com a propriedade (50) se
dr (z,y) = dx (C). Dai que dr (C) —1 € o raio de em-
pacotamento de C'.

A 7w-distancia minima (e conseqiientemente o raio de
empacotamento) de um cédigo linear C de V pode ser
facilmente calculada se conhecemos uma matriz de pari-
dade de C.

Teorema 5 Seja (V,d~) um mw-espaco de Rosenbloom-
Tsfasman. Seja C CV um [N; k] cédigo linear e H =
(Hi1,Ha, ..., Hy) uma matriz de paridade de C' com H;
submatriz de ordem (N — k) x m; para cada 1 <1i < n.
A distancia minima de C' € igual a |l + 1 se, e somente
se,

I = max {r: posto ((H1,Ha,...,H;))=71}. (35)
Corolario 5 Seja C C V um cdédigo linear e H =
(Hi1,Ha, ..., Hy) uma matriz de paridade de C' com H;
submatriz de ordem (N — k) x m; para cada 1 <1i < n.
O raio de empacotamento de C € igual a l se, e somente
se,

I = max {r: posto ((H1,H2,...,H,))=71}. (306)

Diremos que um cédigo C' é m-perfeito se a unido
das bolas de raio s = d (C') — 1 centradas nos vetores
de C éigual a V. Um cédigo C que atinge o limitante
de Singleton, ou seja, dr (C) = n — m + 1, é dito um

cédigo MDS (Maximum Separable Code).

Teorema 6 Seja (V,d:) o m-espago de Rosenbloom-
Tsfasman tal que m; = 1 para todo 1 < i < n e seja
C um [N; k] c¢édigo linear em V. Entdo C é MDS se,
e somente se, C' € w-perfeito.

Teorema 7 (ver [1], Proposition 3.1) Seja (V,dx) um
m-espago de Rosenbloom-Tsfasman e C CV um cdédigo
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linear. Entdo C' is mw-perfeito com raio de empacota-
mento r se, e somente se, eriste uma transformag¢ao
linear

L:Vig1®..0V,—-V1id...06V,: (37)
tal que
C={(Lw),v):veEViy1®...0Vi}. (38)
Como consequéncia dos teoremas 6 e 7 temos:
Corolario 6 Seja m a particio de N tal que m; = 1

para todo 1 < i <neC CV um [N;k] cddigo linear.
Entdo C é MDS se, e somente se, existe uma trans-
formacdo linear

L:Fr - FYF (39)
tal que

C={(L@),v):veF}. (40)

Seja C um [N;k;di,...,dg] cédigo linear e s =
d~ (C) — 1. Definimos o raio de cobertura p = p(C)
como sendo o menor inteiro positivo [ tal que V é a
unido das bolas de raio [ centradas nos vetores de C.
E claro que | < p(C) e Il = p(C) se, e somente se,
C é m-perfeito. Se o coédigo nao é m-perfeito, seu raio
de cobertura é estritamente maior do que seu raio de
empacotamento.

Teorema 8 Seja C um [N;k;di,...,d;] cddigo linear,
Pirr+1,...n) (C) a projegdo de C' em relagdo ao espago
Vid...oV, e

[ n+1 sepn(C) #V,
min {r 1 P(rr1,.m) (C)
FEntao

VTGB...EBVn}c.c.

(41)
p(C)=1-1. (42)
Corolério 7 Seja C um [N;k;di,...,dg] cédigo linear
e | definido como no teorema 8. Entdo

{

Seja (V,d=) um m-espago de Rosenbloom-Tsfasman.
Se C é um cdédigo linear em V' com raio de empaco-
tamento s e raio de cobertura s + 1, C é dito quase-
perfeito. Apresentaremos agora uma caracterizagdo
dos cédigos quase-perfeitos em espagos de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman. Para os espagos de Hamming
o problema da classificagdo dos cédigos quase-perfeitos
permanece aberto.

-1
n

dk:n
dr <n

se
se

p(C) (43)

Teorema 9 Seja C um [N; k;di,...,dg] cddigo linear.
Entdo C' ¢é quase-perfeito se, e somente se,
Pi41,..m) (C) = Va1 ®@Vay 42 @ ... 0V (44)

€ Pdy (C) 7é le'

5

5. ALGORITMO DE DECODIFICAGCAO

Se ¢ é a palavra c6digo transmitida e y = c+ e é a men-
sagem recebida, entao diremos que e é o vetor erro (ou
simplesmente o erro). Fixada uma métrica, o proced-
imento que determina a palavra cédigo mais préxima
de uma mensagem recebida é conhecido como decod-
ificador por maxima verossimilhanga. A capaci-
dade do decodificador por méxima verossimilhanga é
determinada pelo raio de empacotamento do cédigo.

Os decodificadores por maxima verossimilhanca em
espagos de Hamming sdo eficientes na corregao de erros
aleatérios. J4 em espagos de blocos de Rosenbloom-
Tsfasman os decodificadores por méxima verossimil-
hnaga sdo limitados a corregoes de erros em rajada nos
primeiros blocos.

Teorema 10 Seja C um cddigo linear, s = d (C) — 1
et =[O,

(i) Se na transmissdo de uma palavra cdédigo ¢ ocor-
rem até t erros aleatdrios e recebemos a mensagem
Yy, entdo ¢ € a unica palavra cédigo tal que

du (¢,y) = min {dH (c’,y) e C} ; (45)
Se na transmissao de uma palavra codigo ¢ ocor-
rem até wi+...+mws erros nas primeiras mi+. . .+
coordenadas e y € a mensagem recebida, entdo c €
a unica palavra cédigo tal que

dx (¢,y) = min {d,T (c',y) :d € C} . (46)
Demonstracgao O item (i7) é consequéncia do teorema
4. O item (%) é conhecido na literatura cldssica (ver [5]).

Exemplo 1 Seja C {00000,11111} wm cddigo
bindrio. Em relacao a métrica de Hamming, dg (C)
5 et = 2. Isto implica que C corrige até dois erros
aleatdrios. Os erros do tipo 11110,01110,10110,11010
sao corrigidos de forma incorreta. Agora suponha que
7, = 1 para todo i. Em relagcdo a métrica de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman, d, (C) = 5, s = 4 e qualquer
erro do tipo 11110,01110,10110, 11010 € corrigido cor-
retamente. A desvantagem neste caso € que oS erros
do tipo 10001,01001,00101,00011,00001 sdo corrigidos

incorretamente.

O exemplo acima ilustra duas situagoes: se num de-
terminado canal de comunicagdo a ocorréncia de erros
é aleatéria, entdo a performance do cédigo a ser im-
plementado devem ser avaliados segundo a métrica de
Hamming; agora se a ocorréncia de erros nao é aleatoria
e ocorre em rajadas (restrita as primeiras coordenadas),
entdo a performance do cédigo a ser implementado
deve ser avaliado segundo a métrica de Rosenbloom-
Tsfasman.

Convencidos de que os codigos em espagos de
Rosenbloom-Tsfasman sao eficientes para corrigir lon-
gos erros em rajada nas primeiras coordenadas, pas-
samos a descrever um algoritmo para o decodificador
por méaxima verossimilhanca em relagdo a métrica de
blocos de Rosenbloom-Tsfasman.
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Os préoximos fatos sdo bem conhecidos na literatura
e nao dependem da estrutura métrica adotada em V'
(ver [5]). Seja C' um cédigo linear e H uma matriz de
verificagdo de paridade de C. Em relagdao a sindrome
S:V — Fflv_k, dada por S (u) = H - u”, valem as
seguintes propriedades: S (¢) = S (¢ + e) para todo ¢ €
Ceparatodoee V; S:V — Fflvfk é sobrejetora; se
Cy={ueV:S(u)=uv}, entdo C, NCy, = 0 se u # v;
Co=C; V=, cpn-r Cv; Cv = {utciceC}; |Cf
nao depende de v.

Os vetores com 7-peso minimo em C', serdo chama-
dos de w-lideres de C,.

Teorema 11 Seja  (V,dx) m-espagco  de
Rosenbloom-Tsfasman e C wum cddigo linear em
V. Ses=d-(C)—1eu €V éum n-lider de C, tal
que wr (u) < s, entdo u € o unico w-lider de Cy.

um

Sendo assim, se ¢ é a palavra recebida, sendo v =
S (€) e u um 7-lider de C,,, decodificamos ¢ como sendo

o vetor
(47)

Se o erro é ocorre nos primeiros s blocos, entdo o teo-
rema acima assegura que o algoritmo estd retornando
de fato a palavra transmitida.

~
C=C—U.

Exemplo 2 Suponha que w; = 1 para todo i. Seja
C = {00000,10100,01010,11110} uwm cddigo bindrio.
Temos que C € um [5;2] cédigo com d~ (C) = 3. Como

)

€ uma matriz geradora de C, entdo
0 0

1 1
<0 0 0) (49)
0 00 1

€ uma matriz de verificacdo de paridade de C. Vamos
listar agora os w-lideres e suas respectivas sindromes:

(I|A)  (48)

H=(A"|I5)

—_

o = O

‘ Lider ‘ ‘ ‘ ‘ Sindrome
C [ 00000 [ 10100 | 01010 [ 11110 [ 000
10000 | 00100 | 11010 [ 01110 100
01000 | 11100 | 00010 | 10110 010
11000 | 01100 | 10010 | 00110 110
00001 | 10101 | 01011 | 11111 001
00011 | 10111 | 01001 | 11101 011
10011 | 00111 | 11001 | 01101 111
10001 | 00101 | 11011 | 01111 101
(50)

Suponha agora que em mosso canal de comunica¢do
0s erros mais comuns sao do tipo 10000,01000, 11000.
Se recebemos a mensagem ¢ = 10010, como S (¢) = 110,
decodificamos a mesma como sendo a palavra-cédigo

¢ =¢c— 11000 = 01010. (51)
Por conta das caracteristicas do canal de comunicac¢do
¢ = 01010 € de fato a palavra-cédigo enviada (o que
equivale a dizer que em Chiio o w-lider é inico).

6

O que acontece se recebemos a mensagem ¢ = 100117
Como s(c) = 111 e como 10011 € o w-lider de Ci11,
decodificamos entdo ¢ como sendo a palavra-cédigo

¢ =c¢— 10011 = 00000. (52)
E se escolhéssemos 00111 como m-lider de C111 7 Neste
caso decodificariamos ¢ = 10011 como sendo a palavra-
codigo

¢ =7—00111 = 10100. (53)

Esta situagao desconfortdvel € gerada pelo fato de que
em Ci11 existem muitos w-lideres (na verdade todos
os elementos de Ci11 sao w-lideres). Isto acontecerd
com qualquer vetor situado mas ultimas quatro linhas
da tabela.

6. DECODIFICADOR DE OZEN-SIAP

Nesta sec¢do descreveremos um método de decodificagao
para informagOes transmitidas em canais de comu-
nicagdo onde os erros ocorrem em rajadas nos primeiros
blocos e aleatoriamente nos ultimos blocos. Nosso
método é uma extensdo natural do método de decodi-
ficagdo proposto por Ozen e Siap em [15].

Como ji& sabemos, a métrica de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman é eficiente para a corregao de er-
ros em rajadas nos primeiros blocos. Para a correcao
de erros em blocos aleatérios utilizaremos a métrica de
blocos, introduzida recentemente por Feng, Xu e Hick-
ernell em [3].

Seja m = (m1,m2,...,Tn) uma particdo de um in-
teiro positivo N e V = Vi @ Vo @ ... ® V,, a decom-
posicao de F,IIV como soma direta dos espagos V; = Fg?,
1 <i < n (como na definigdo da métrica de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman). Dado x = 1 + x2 + ... + =p
em V, x; € V; para cada 1 <1i¢ < n, o peso de blocos
wr de z é o niumero de blocos x; nao nulos de x:

wn (@) = [{i: 2 # 0}].

Associado ao peso de blocos temos a distancia de blo-
cos dp: dados z,y € V,

(54)

di (z,y) = wn (z —y). (55)
A distancia de blocos é um métrica em V. Assim como
em espagos de Hamming, a capacidade de correcao de
erros de um cédigo C' em relagdo a métrica de blocos é
dada em funcéo da distancia minima (ver [3]): se

dr (C) = min {dn (c, c/) cc#c € C} (56)
¢é a distancia minima de blocos de C, entao
V“ (02) -~ IJ (57)

é a sua capacidade de corregdo de erros (o raio
de empacotamento de C' no espago métrico (V,dm)). A
métrica de blocos mostra-se eficiente para a correcao de
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erros em blocos aleatdrios (simultaneos erros em rajadas
localizados).

Estamos prontos para descrever o decodificador
de Ozen-Siap, que intercala a métrica de blocos de
Rosenbloom-Tsfasman com a métrica de blocos.

Teorema 12 Seja C um ((s1,t1) ..., (Sm,tm)) cddigo
linear, Cyy, = pa,e,...)(C) er dr (Cy). Se
dim (Cy,) = > si, entdo C corrige até r — 1 erros nos
r — 1 primeiros blocos e até n — t1 erros nos ultimos
n —t1 blocos. Se dim (Ct,) < Y si, entdo existe uma
matriz geradora de C' da forma

(G1 G-

0 Gjs
com posto(G1) = dim(Cy,) sendo G2 e Gs ma-
trizes triangulares inferiores (em relagdo a diagonal se-
cunddria). Nestas condi¢des, se Gs gera um cédigo com
distancia minima de blocos igual a s, entdo C corrige
até r — 1 erros nos primeiros r — 1 blocos e até LS;J
erros nos ultimos n — t1 blocos.

)

(58)

8. ALGORITMO PARA O DECODIFICADOR
DE OZEN-SIAP

Finalizamos descrevendo um algoritmo simples para o
decodificador de Ozen-Siap. Para o restante do texto C'
denotard um ((s1,%1),. .., (Sm,tm)) cédigo linear, C1 =

Pa,2,..t) (C)er=dx (5)
lo. Caso: dim (5) => s

Seja G = ( Gy GY ) uma matriz geradora de C
como na demonstragao do teorema 12. Sejam g¢1,; € g2,;
as linhas de G e G% respectivamente. Para o algoritmo
sao requeridos: uma lista contendo um 7-lider de cada
classe lateral de C1; uma matriz de paridade de Ci
(para o célculo da sindrome S7 em relagao a C1). Agora
suponha que ¢ = ¢; + ¢z é uma mensagem recebida
ondeci EVI@®...0V;, e € Vi1 ® ... 0V, Os
procedimentos do algoritmo sao:

(1) Calcule S; (c1);

(2) Se Si1(c1) =0, faga ¢1 = c1;

(3) Se S1(c1) =v #0, faca c1 = ¢1 — e, onde e, é um
m-lider de (Ch1),;

Entéo, como c¢1 = Y aug1,i, faga c2 = D aiga,i;
Dai ¢ = ¢1 + c2 é a palavra transmitida e finalize
o algoritmo.

(4)
(5)

20. Caso: dim (5) < Zsi

(

Seja
Gy
0

Go

G Gs

(59)

)

7

uma matriz geradora de C' como no enunciado do teo-
rema 12. Sejarn gi1,i, 92,i, g3,i as linhas de Gl, G2 e G3
respectivamente. Para o algoritmo sao requeridos: uma
lista contendo um w-lider de cada classe lateral de Ci;
uma lista contendo um II-lider de cada classe lateral do
cédigo C3 gerado por G3; uma matriz de paridade de
C1 (para o célculo da sindrome S1 em rel¢ao a C1); uma
matriz de paridade de C5 (para o cdlculo da sindrome
S3 em relacdo a C3). Agora suponha que ¢ = ¢ +¢2+C3
é uma mensagem recebida onde CEVID...P Vi, e
C2,¢3 € Vi +1®...©V,,. Os procedimentos do algoritmo
S80:

Calcule S; (¢1);
Se S1 (c1) =0, faga c1 = ¢

(1)
(2)
(3) Se Si(c1) =v #0, faga c1 = ¢1 — e, onde e, é um
w-lider de (Ch1),;

Entao, como ¢; = Zaigl,,’, faga co = Zaigi,g e
calcule S5 (c3);

Se S35 (¢3) = 0, faga c3 = ¢33

Se S3(c3) = u # 0, faca c3 = ¢3 — e, onde e, é
um II-lider de (C3),;

Dai ¢ = ¢1 + ¢c2 + ¢c3 é a palavra transmitida e
finalize o algoritmo.
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