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Resumo- Na édrea de oceanografia, métodos de assimilacao de dados sao usados
para melhorar a previsao fazendo uso de modelos numéricos e dados coletados
por diferentes meios. Dentre os mais empregados estao os métodos de inter-
polacao estatistica e variacionais. Ambos procuram resultados que minimizem
a variancia com o valor verdadeiro. Outro método usado com restrigoes, de-
vido a complexidade numérica para sua realizacao é o Filtro de Kalman. No
método apresentado neste trabalho é considerada a probabilidade de transicao
dos erros do modelo e dos dados, considerando que sao regidas pela equagao
de Fokker-Planck, para superar estas dificuldades.

Palavras-chave: Filtro de Kalman, Equacao de Fokker-Planck, Assimilacao
de Dados.

FOKKER-PLANCK EQUATION ON DATA ASSIMILATION
CONTEXT

Abstract- In oceanograhy, data assimilation are used to improve prevision, u-
sing numerical model and data collected by several forms. Among the most used
are the statistic interpolation and variational methods. Both of them search
results that minimize the variance with the truth value. Another method used
with restriction is de Kalman Filter. In this work is considered the transi-
tion probability error model and data, considering that are dominated by the
Fokker-Planck equation to surpass these difficulties.

KeyWord: Kalman Filter, data assimilation, Fokker-Planck equation.

1. INTRODUCAO as caracteristicas da dinamica equatorial. O método
foi aplicado em cada passo de tempo visando produzir
pequenos incrementos de corregao do modelo e assim
evitar instabilidades numéricas e dinamicas. Isto é um
exemplo de que uma série de aproximacoes e ajustes
s40 necessarios para a plena realizagdo do método em
aplicagbes na oceanografia e meteorologia. Isto faz com

que os métodos percam a otimalidade desejada.

Os primeiros trabalhos em assimilagdo de dados
oceanograficos em modelos globais foram realizados por
Bennet, 1987 [2], Miller, 1985 [10], Moore, 1987 [11].
Porém, grande sucesso em aplicagbes oceanogréficas
foi obtido por Derber e Rosati, 1989 [4], que em-
pregaram interpolacdo estatistica nos seus experimen-

tos no Oceano Pacifico. Nesta abordagem, no célculo
da andlise (resultado do modelo apds assimila¢ao) sdo
necessarias as matrizes de covariancias dos erros do
modelo e das observagbes. A matriz de covariancia
dos erros do modelo foi fixada a priori, tal que as co-
rrelagoes na direcao vertical nao sao consideradas e as
correlacoes horizontais sao idénticas em cada nivel do
modelo, apesar de depender da latitude e da distancia
relativa entre o ponto da observagdo e o da andlise. A
matriz de covariancia dos erros das observagoes é su-
posta diagonal e constante, logo somente sao usadas as
variancias. Na regiao equatorial, as covariancias dos
erros do modelo dependem da direcao, tendo em vista

Outro método investigado, mas com severas restri-
¢Oes para sua realizacao é o Filtro de Kalman-Bucy,
1961 [9] e suas versdes como por exemplo o Filtro de
Kalman Extendido (Evensen, 1994 [5]) e o Filtro de
Kalman por conjuntos (Evensen, 2003 [6]). A principal
diferenca entre estes métodos estd na forma em que é
calculada a matriz de covariancia dos erros do mode-
lo. Por exemplo, no método de Filtro de Kalman por
conjuntos esta matriz é calculada em forma estatistica,
através de pequenas perturbagoes na condicao inicial
é construido um conjunto de previsoes que sdo anali-
sadas para produzir informagdo sobre as covariancias
dos erros do modelo.
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Os filtros de Kalman utilizam as equagoes
prognésticas do modelo, para prever a matriz de
covariancia dos erros da andlise. O algoritmo do filtro
de Kalman classico é segmentado em dois blocos,
um previsor e outro diagndstico no qual a andlise é
obtida. O filtro de Kalman Extendido é uma extensao
linear de primeira ordem do filtro de Kalman para
modelos néo lineares. Este é obtido por linearizacao
dos operadores dinamicos e de medigdes ao redor da
estimacdo mais recente. A principal dificuldade é a
inversdo de matrizes da ordem N, onde N é o nimero
de graus de liberdade do modelo discreto envolvidas no
processo de assimilagdo, comumente encontrado com
O(10° — 10%).

Estudos aplicados com modelos mais complexos
sao relativamente recentes, por exemplo, Tanajura e
Belyaev, 2002 [12], Evensen, 2004 [7].

Na formulagao proposta por Belyaev, [12] é consi-
derada uma equagao estocdstica que modela os erros
do modelo. A dinamica do erro como um processo es-
tocdstico pode, equivalentemente, sob certas hipdteses,
ser formulada pela representacdo de Langevin. Con-
siderando que este processo é markoviano, a equagao
estocéstica dos erros é modelada mediante uma fungao
de densidade de transigao, a qual representa a probabi-
lidade para que o sistema passe de um estado atual a um
estado seguinte (Jazwinski, 1970 [8]). A dinadmica desta
densidade de proba-bilidade é governada pela equacao
de Fokker-Planck.

2. DESCRICAO DO METODO

Seja z'(t,r), denotando o estado de um sistema, por
exemplo x'(t,7) = (T'(t,r),S"(t,r),u'(t,7),v"(t, 7))
denotando temperatura, salinidade e componentes u e
v de velocidade respectivamente, 7T, S*, v*, u'” denota
o valor verdadeiro, t o tempo e r a coordenada espa-
cial. Em modelos numéricos oceanicos, coordenadas
de tempo e espaco serao geralmente membros de uma
grade discreta quadri-dimensional. O desenvolvimento
do estado do sistema é dado por:

f
8@% = M(t, "), (1)
aqui, z7 denota a predicao e M é o operador do modelo
continuo, em geral, um operador néo linear, que pode
conter derivadas parciais. Pode-se supor que nao exis-
tem erros no processo de modelagem, porém existem
erros na predicao de x'. Isto pode ser devido a que exis-
tem flutuagoes no processo para o qual nenhuma relacao
existe, ou seja, o valor verdadeiro ' satisfaz a equacdo
de evolugdo do modelo exceto por um ruido concebido
como um processo Gaussiano estacionario com média
zero. Pode ser suposto que o verdadeiro valor &' satis-

faz também a equacao:

ox'
—- = M(t,z") + (), (2)
ot
onde 7(t) descreve influéncias aleatérias que flutuam
rapidamente, e portanto sdo nao correlacionadas para

diferentes instantes de tempo. Fisicamente 7(¢) consi-
dera as deficiéncias do modelo.

O erro de previsao do modelo no instante ¢ e no ponto
r é dado por:

o' (t,r) = xl (t,7) — ' (t,7).

Se M é linear, isto é, M(t,0) = M(t)6, o erro também
evolui segundo o modelo de acordo com:

007 f
—_— = t)0 t
O MW’ + (1)
e
r t=T
E(n(r,r)n" (t,72)) = { (?(| =) t#T
onde E denota a esperanga, |ri2| = dist(ri,r2), para

dois pontos arbitrarios do dominio. Isto significa que
7 nao é correlacionado no tempo, mas sim no espago.
Assumamos também que:

E67(0,7) =0, M(0,67)=0.

Se M néao é linear, é suposto que erro evolui de
acordo a seguinte equacgao diferencial estocastica:

do’ = f(t,0%)dt + G(t,67)dB (3)

onde B é um movimento browniano. As fungoes f e G
sao calculadas de acordo com o modelo. Os valores das
observagoes sao considerados perfeitos, isto é, a matriz
de covariancia de erro observacional R(t) = 0 e a ma-
triz H de interpolagao dos pontos do modelo para os
pontos onde héd observagdo é considerada sem erros. A
proposta é considerar a andlise ou variavel assimilada
pela seguinte expressao:

t J(T)

2 (L) = 2 (L) + / S a(r,r, )8! (7, r)dr, (4)
0 =0

onde r; sdo os pontos onde ha observacao e J(7) é o
nimero de observagdes no instante 7, considerando que
ao longo do tempo, medigoes da variavel de estado:

yo(T) = {yo(Tvri(T))v t=1,., J(T)}7

no instante 7, sao consideradas. Nota-se que devido as
observagoes serem consideradas perfeitas para os pontos
onde hé observacao, entao:

y*(r) — H(r)(@' (1)) = &'(7) - H(r)(z' (7)) = 6" (),

aqui 07 (1) representa o vetor de erros de observagao,
cuja dimensao é J(7). Para simplificar a notagao serd
usado:

z—a' = (t,r)—a'(t,r), = —x' =2t r)—z'(t,r).

Os valores de a(7,x,r;) sao determinados buscando a
minimizagdo do erro quadratico da andlise em relagao
ao valor verdadeiro de acordo com:

()
V w estimacio de x',

(6)

E(z® —x") =0,
E(z" —2')’ < E(w—x")?
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isto é, a média da diferencga entre o valor da andlise e
o valor verdadeiro é nula e % é a fungdao que minimiza
E(w — "% Busca-se a;(t) = a(t,r,r;) que satisfaca
5-6. Para isso deriva-se F(x® —z")? em relagio a a;(t).
Logo aplicando o operador esperanca e considerando a
definicao do erro:

E{Cﬂa _ wt}Q _
t N(7)
E{[07 (t,x)]” —2[07 (¢, 2) /0 Z a;i(1)67 (,r;)dr]
t N(T) 9
o\ T I T,T;)aT .
+[A;; ()6 (r.r)dr] ) ™)

Diferenciando (7) em relagao a a;(t)

0 a 2
8ai(t)E(w —x')" =
=2B{—[07(t,7) / tef(T,ri)dT]
¢ N(m)

/jgal

igualando a zero, obtemos:

(1, 7:)dr)] [/0 07 (r,7:)dr]},

E[67 (t,7)07 (t,7,))]
t N(T)

:Eﬁégngw

Denote a covariancia cruzada entre duas varidveis
aletérias 67 (t, ) e 87 (7, 7;) por:

f(Tv Tj)dT)] [9(t7 Tl)] .

K(t, 7,7, r:) =Cov]! (t,7)07 (7, 7,))]

=E67 (t,7)07 (r,r:) — EO7 (t,v)EO! (,7),

dessa forma:

tN("')

Z o, (1)E

E[67 (t,r)07 (t,7.)] :/
t N(T)

K(tﬂf,nm):/ ZajK
0 oo

Observa-se que do lado esquerdo tem-se a covariancia
do erro de predigao entre qualquer coordenada espacial
e o ponto onde ha observagdao no instante ¢ e do lado
direito temos a covariancia do erro de predigao entre
pontos onde ha observagao. A equagdo (8) é chamada
de Wienner-Hopf.

Para o caso vetorial, pode-se chegar & mesma
equagao. A nova varidvel de estado dos erros 6, em
nosso caso, estd constituida pelos erros devido a tem-
peratura, salinidade e componentes u e v da velocidade:

107 (r,7,)0(t,7.)]dr

(r,t, 75, r)dr. (8)

er(t,r) =T (t,r) = T'(t,r),
es(t,r) = ST (t,r) — S'(t,7),
eu(t,r) = ul (t,r) —u'(t,7),
e(t,r) = vf(t,r) vt(t, r),

e O, r) = [er(t,r),es(t,r),eu(t, ), eu(t,7)]7. As
igualdades anteriores estdo associadas através de
equacoes de conservacdo. Quando estamos no caso
discretizado, estas varidveis estao ordenadas grade por
grade e por varidvel no modelo numérico discreto, for-
mando um unico vetor de dimensao N:

Denote-se por:

COV[Eil (t, 1“)(67;2 (7‘7 ’I‘i))T] =< €1 (t, 1“), (Eiz (T, Ti))T >

onde i1, i2 denota uma das varidveis T, S,u ou v. Se
N é o nimero de pontos da grade e p o nimero de
observagbes no instante 7 para as 4 varidveis tem-se
matrizes de covariancia da ordem (4N)x(4p). O nimero
de pontos de grade do MOM3 é da ordem de N = 7x10?
o que da uma idéia do gasto computacional necessério.

Um problema que se apresenta nesta formulagdo é
que seria necessario encontrar K para todos os pares
de pontos da grade. Outro problema seria inverter
matrizes o que é um proceso caro de se realizar. As
condigoes iniciais nao sao conhecidas e se colocarmos
valores arbitrarios, isto influenciara no resultado final.

Neste trabalho é considerada somente a temperatura
como processo difusivo, ela é tratada de forma indepen-
dente das outras varidveis.

A covariancia entre os erros da temperatura sera cal-
culada utilizando a seguinte identidade:

Pr(t,r,r)
= EO7(t,7)07 (t,7:) —

:/ s182p(t, s1,52)ds1ds2
Jr2

EO7 (t,7)E07 (t,7)

—{ Slp(t,Sl,Sz)d.SldSQ}{/ sap(t, s1,82)ds1dsa}
R2 R2
9)

onde p(t,s1,s2) é a fungdo de probabilidade conjunta
no instante ¢ do par s1 = 0(t,71) e s2 = 0(¢t,r2). Para
achar esta funcdo serd utilizada a equagdo de Fokker-
Planck de acordo com o teorema a seguir, cuja demons-
tracao é descrita em Jazwinski, [8].

Teorema 0.1 Seja p a probabilidade de transi¢cdo do
processo gerado por

dX(t) = f(X(¢),t)dt + G(X(¢),t)dB(t). (10)

e suponhamos que:

op  Opfla,t) OpG7]

ot’ ox ' 0z
ezistem e sGo continuas, entdo para T ey firos tal que

7 < t esta densidade de transi¢io p(x,t;y,T) cumpre
com a equagao diferencial parcial:

Op(x,tsy,7) _ _Opla,tiy, )f(2t)

1 9%[p(x, t;y, 7)G?(x,1)]

ot ox 2 Ox?

(11)
Com condicao inicial:

lim p(z, ;y,7) = 8z — ). (12)
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Se p(x, t;y,T) € suposto bem comportado (diferencidvel)
no infinito, as condigdes de contorno sdo:

p(oo;y,t) = p(—o0;y,t) = 0. (13)

Este teorema descreve a probabilidade de transicao,
porém o interesse estd na probabilidade conjunta.
Como é notado no apéndice este teorema pode ser uti-
lizado para descrever a evolugao da funcao de densidade
de probabilidade do estado © = (z1, :cz)T no teorema:
Pp(GC)is)

5[Pf i »[p
Z 0x; 2 Z 83718:0]

Se z1 = 0(t,71) = s1 e z2 = O(t,72) = s2, 0 teorema é
vélido para saber como evolui a probabilidade conjunta
p(t, s1,52). Isto é utilizado no presente trabalho.

Para resolver a equagao para a probabilidade con-
junta p(t, s1, s2) sdo necessdrios o conhecimento do ve-
tor f e da matriz G.

O calculo numérico do vetor deriva f e da matriz
de difus@do G é realizado como segue: Os valores das
medigoes sao interpoladas temporalmente para passos
correspondente a discretizacdo do modelo. No caso
deste trabalho, o tamanho dos intervalos entre uma
medicao e outra é maior que os do modelo, isto é,
o numero de passos de tempo do modelo (nmoeq) nO
periodo em que é feita assimilagdo é maior que os das
observagoes (Nmod >> Nmed), N0 entanto, poderia oco-
rrer o contrario. Para o cdlculo aproximado de f con-
sideremos h = t,4+1 — 1, entre dois passos onde houve
observagao . Seja denotado como:

= (0(t7l+17Ti)79(tn+17Tj))T§
= (9(t7Ti)79(t7Tj))T7

para dois pontos de grade arbitrarios r; e r;. Temos:

(14)

U= (ui7uj)T

5= (81'781')

f(t,C):—

Para h pequeno, a aproximagao de f no instante t,:

tn,S / /Hx}u—s (uls)da

onde p(u|s) indica a probabilidade condicional de @
dado §. Considerando que os erros nao podem ser
muito grandes e a probabilidade condicional é limitada,
podemos limitar os erros dentro de um intervalo finito

[~L, L], com L > 0. Logo:
/ / K ) ( ; )}p(mg)dm
(16)

Para cada passo de assimilacao deve-se achar f, e G,,.
Para isso, considere os erros em relacao ao modelo:

(15)

f(t7l7 517 SJ

si = Tn(ri)— < Tn >,
s;=Tn(rj)— < Tn >,
Ui = Try1(ri)— < Thg1 >,
uj =Tnya(ry)— < Tnyr >,

onde < T, > é o promedio espacial aritmético da tem-
peratura entre todos os pontos da grade no instante ¢,
e Tn(r) é a temperatura dada pelo modelo no instante
t, no ponto r. O espago de fase considerado neste tra-
balho é limitado em Q = [—6.5,6.5] x [—6.5, 6.5], isto é
L = 6.5°C pois espera-se que a variabilidade do erro no
oceano em relagdo ao erro médio ndo exceda a 6.5°C
em valor absoluto. A discretizagdo da integral em 16 é
feita pelo método do trapézio. O vetor de deriva pode
ser aproximado por'

ftn,si,85) = ZZ[U —3sp(aellseJ)

lelkeK

onde J = J; X Jj e I = I x I; denotam produtos carte-
sianos, u* denota o ponto médio do intervalo especifi-
cado, K = {1,..,nx}, I = {1,..,m} e ng, n; denotam
o numero de elementos da particdo, respectivamente,
p(@ € I|5 € J) indica probabilidade de @ estar no inter-
valo I, dado que § estd no intervalo J.

De forma similar, é calculada a aproximacao da ma-
triz de difusdo G:

1 — %k

lelkeK

—3)la* —3"p

Gh(tnys’i:sj)

Foi considerada a técnica de histograma para achar
p(a € I|s € J). Para isso, denotemos por:

Jn = {(Zvj) | (T(tnvri)vT(tnvrj)) € Ji X Jj}:
Jnr1 ={(4,5) € Jn | (T(tny1,7:), T(tny1,75)), € I} x It}

onde J,, é o conjunto de indices tal que em %,, o erro da
temperatura esteve no intervalo Iy e Jn4+1, 0 subcon-
junto de indices de J,, tal que num instante posterior
tn+1 O erro da temperatura esteve no intervalo I;. Para
dois intervalos fixos Iy, e I;, denote-se por p, = card(Jy)
€ pn+1 = card(Jn41) as cardinalidades (ou, neste caso,
nimero de elementos) dos conjuntos Jy, e Jn+1 respecti-
vamente. Logo, a probabilidade condicional é calculada
por:
p(i € I|s € 1) = 224t
n

O método diregoes alternadas (ADI) foi considerado
para resolver esta equacao com uma variante para a-
celerar a convergéncia. Na equacao de Fokker-Planck o
vetor f de deriva e a matriz G de difusao sao constantes
através da integracdo no intervalo t,, a tp41.

p" 1 é calculado em forma iterativa, p em cada in-
tervalo de tempo [tn,tn+1] é a condicao inicial, isto é,
p=p". A fungao 6 de Dirac é aproximada por:

0(s1,82) ~

oxp(— 57 (57 + 53))

1

2mk1/2 2k (
para algum parametro k£ pequeno. O algoritmo con-
siste em calcular numericamente no MOMS3 os valores
de Ty, em ¢ € [tn,tnt+1]. Calcular campos com média
zero no instante ¢,. Calcular f(t,), G(t,) utilizando os
campos do modelo e a técnica de histograma. Calcular
p(t,5) utilizando a equagao de Fokker-Planck. Calcular
a covariancia entre os pontos de observagao. Calcular
a covariancia entre pontos da grade e pontos de ob-
servagao usando interpolagdo linear. Calcular o vetor
«. Determinar a estimativa de T5,.

(wellseJ).
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3. CONCLUSOES

Experimentos numéricos foram realizados. Para fazer
uma comparagao dos resultados obtidos fazendo uso do
método abordado neste trabalho, foram usados dois
métodos de assimilacdo, o de Bergthorsson e D&os
(B&D), o de corregoes sucessivas ou SCM (Daley,
[3]). Os experimentos foram realizados sob as mesmas
condicoes com o modelo de circulagao oceanica global
Modular Ocean Model do NOAA (National Oceanic
and Atmospheric Administration, EUA). Foram uti-
lizados dados do projeto PIRATA do més de margo
de 1999. Apéds esse periodo, a integracdo foi conti-
nuada sem assimilagdo. Foi possivel avaliar os resul-
tados objetivamente somente nos pontos onde houve
observagao. Os métodos B&D e SCM apresentaram re-
sultados muito semelhantes, produzindo uma melhoria
na representacao da temperatura da camada de mis-
tura com um aumento da temperatura de larga-escala,
como esperado, tendo em vista a forma dos pesos usa-
dos nos métodos. Entretanto, isto nao alterou o campo
de velocidades. Apés a interrupgao do processo de assi-
milacdo com os esquemas B&D e SCM realizado em
marco de 1999, a simulagao permaneceu com melho-
ras significativas em relacao a temperatura gerada pela
integragdo de controle por meses. O filtro de Kalman
usando a equacao de Fokker-Planck produziu melhorias
no campo de temperatura localizadas ao redor dos pon-
tos dos dados observacionais e isto provocou padroes
irrealistas tanto na temperatura como no campo de
velocidades. Um dos principais motivos pelos quais o
método nao produziu boas andlises foi a pouca quanti-
dade de dados utilizados no experimento com dados do
PIRATA. Foram usados dados de apenas nove bdias.
Caso houvessem mais dados, a matriz de covariancia
dos erros de previsao do modelo calculados nos pon-
tos onde ha observagdo teria uma dimensao maior e,
ainda, mais informagoes sobre as covariancias estariam
disponiveis no dominio de interesse. O método de
diregoes alternadas utilizado nao garantiu a condicao da
probabilidade calculada ter integral igual a um. Para
manutengao desta propriedade, uma normalizacao foi
utilizada, mas certamente isto impos erros na estima-
tiva das covariancias dos erros de previsao do modelo.
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