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Resumo- O presente trabalho discute alguns aspectos mateméticos da
aplicacdo da transformada de Fourier como técnica alternativa ao Método
dos Elementos de Contorno (MEC) tradicional. O chamado Fourier-MEC
generaliza a metodologia padrio e pode ser aplicado em todos os casos onde
os coeficientes do operador diferencial parcial de um determinado problema
sdo constantes. A idéia principal consiste em evitar a transformada inversa de
Fourier de uma solu¢@o fundamental desconhecida, trabalhando diretamente
com a transformada de Fourier desta solucdo. O esquema em questdo é
baseado no teorema de convolucdo e de Parseval. Com a aplicagcdo destes
dois teoremas e mais algumas consideragdes sobre os conceitos da teoria de
distribui¢des podem ser determinadas Equagdes Integrais de Contorno (EIC)
equivalentes para o dominio transformado de Fourier. Este novo
procedimento leva equacdes matriciais semelhantes as aquelas obtidas via
MEC padrdo, ou seja, todas as varidveis, vetores e matrizes do Fourier-MEC
apresentam a mesma configuracdo se comparados com a metodologia
tradicional.

Palavras-chave: Elementos de Contorno, Fourier, Equacdes Integrais, Convolucdo, Teoria de
Distribui¢ao.

Mathematic Aspects of Boundary Element Method and Fourier
Transform Applied to Laplace-operator

Abstract- An alternative method recently developed via the Fourier
transform generalizes the Boundary Element Methods (BEM) to the so-called
Fourier-BEM. This approach is available for all cases as long as the
differential operator is linear and has constant coefficients. The scheme is
possible for all variants of the BEM. Via convolution and Parceval’s theorem,
which states the equivalence of energy terms in the original space and in the
Fourier space, the idea is to avoid the inverse Fourier transform of the
fundamental solution and to work directly with the Fourier transformed
fundamental solution. No inverse transform and no fundamental solution in
the original space are required. Alternative boundary integral equations (BIE)
can be established in the Fourier transformed domain. A Galerkin approach
lead to matrices identical to those obtained via the standard BIE and does not
require a second integration. The elements and shape functions also can be
transformed to the Fourier domain. In this work, the method is presented and
then applied to Laplace-operator. A heat equation example will be analyzed to
demonstrate the equivalence between traditional BEM and Fourier BEM.
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1. INTRODUCAO

O MEC ¢ usado na resolu¢cdo numérica de
problemas de contorno (ou fronteira) e de valor
inicial. Ao contrdrio do Método dos Elementos
Finitos (MEF), ele requer apenas a discretizacdo
do contorno do problema. Como no MEEF, as
equagdes integrais bdsicas do MEC podem ser
derivadas dos conhecidos residuos ponderados.
Elas consistem de integrais de convolugdo
ponderadas com distribui¢des de Dirac (método
das colocagdes) ou por funcgdes polinomiais
(método de  Galerkin). Na  formulacio
convencional, por exemplo, em Hall (1994),
Bonnet (1999), McLean (2000) o método das
colocagdes requer dupla integragdo enquanto que o
método de Galerkin demanda apenas uma tnica
integracdo. Ao mesmo tempo em que apresenta
matrizes simétricas e melhores propriedades de
convergéncia, como mostrado em Frangi & Bonnet
(1998). Uma desvantagem marcante estd
relacionada ao fato de que a aplicagdo do MEC
pelos métodos citados anteriormente demanda o
conhecimento explicito da chamada solucdo
fundamental. O conhecimento desta solucdo é
ponto crucial na resolugdo matemdtica de
problemas de engenharia através da formulacdo
tradicional do MEC. Para ser utilizado de forma
eficiente, o mesmo necessita de um estado auxiliar
conhecido, de forma a viabilizar a sintese das
EICs. Cada tipo de problema ou operador
matematico necessita de uma solucdo auxiliar, ou
seja, a solucdo fundamental. A obtengdo destas
solugdes fundamentais é da 6tica das formulacdes
classicas do MEC uma etapa essencial para o
desenvolvimento dos métodos de contorno. Em
muitos casos, estas solu¢cdes nem sempre sao
conhecidas e ndo é possivel utilizar o MEC da
forma usual.

Para contornar esta desvantagem, aplicamos o
chamado Fourier-MEC que foi descrito
inicialmente por Duddeck (2002). Em contraste
com a metodologia tradicional, todas as varidveis e
fungdes sdo escritas no espaco de Fourier. As
novas matrizes, semelhantes as aquelas obtidas
pelo MEC tradicional, sdo resolvidas diretamente,
sem a necessidade de uma transformada inversa. O
conceito de distribui¢des, convolugdo e teorema de
Parceval sdo necessdrios para a obtencdo das EICs
simétricas de Galerkin. O novo algoritmo a ser
gerado pelo Fourier-MEC € semelhante ao
tradicionalmente conhecido pela literatura e boa
parte da estrutura e das operagdes matemdticas
podem ser aproveitadas. Assim, para demonstrar a
equivaléncia entre os métodos, o modelo em
questdo serd utilizado considerando o operador de
Laplace, para a andlise de problemas simples de
Dirichlet da equacdo de Poisson.

2.0 MEC TRADICIONAL

O MEC pode ser formulado através de relagdes de
reciprocidade (ou pesos) que incluem todos os
termos de contorno conhecidos e desconhecidos,

isto é
jdf

ey

0 0
iuA(Zjdy = }[Au(/ﬁdy + a&(u%—%

Classicamente, para um dominio n» — dimensional
Q < R" com um contorno poliédrico 9Q, a
identidade de Somigliana pode ser determinada
por meio de uma inversdo do operador diferencial.
Substituindo ¢ pela solucdo fundamental U(x-y) e
aplicando as propriedades de Dirac /o u(y)dx-
y)dy = u(x), encontramos

u(x)= [ F(YW (x=y)dy+

)
— [l (x = y) =ty (x = y)lar,

A transicdio para uma EIC necessita de um
processo limite de x— dQ. ApGs este processo, o
lado esquerdo da equagdo (2) é modificado por
um fator x'que € igual a ¥2 para contornos suaves,
entio

wleu(x) = [ F() (x= y)dy +
— [l (e = y) =3 (x = y)lr,

3)

As varidveis de contorno sdo aproximadas pela
soma de fungdes polinomiais 7," 7,/ com
coeficientes u,, e t,,

N

u(3)= S ) 1) =) @

Estas varidveis representam valores conhecidos e
desconhecidos do contorno. Uma ponderacio
adicional com estas funcdes leva a versdo de
Galerkin da equacdo (3)

[, (Ielela(xlar

(5
= [, FOW (e = y)dyar, +

— [, ) [T (= 3) =W = y)lar
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O uso das aproximagdes (4) em (5) resulta em

[Cnudr, = [, (] GV - y)asr, +

20,

=3 [, et () (e ), +

m a0, o0,
NI

+3 [n, () [e,m, () (6= y)dr T,
m 90, 2,

(6)

Tradicionalmente o MEC pode ser formulado a
partir da equacdo (6) e requer o conhecimento das
solucdes fundamentais relacionadas a U e T.
Entretanto, uma alternativa a este procedimento
serd apresentada na préxima secao.

3. O FOURIER-MEC

3.1 Extensido do Dominio Q para o Espaco R"

A transformada de Fourier é definida em R",
portanto torna-se necessdrio levar a equacio (6) do
dominio Q para o espago R". Define-se para isto
uma distribuicdo conhecida como distribuicdo de
Cutoff (Duddeck, 2002)

xe
xe 0 7

1
2(x):={x
0 xg 2 = QUi

Para contornos suaves, ), pode ser expresso por
uma distribuicdo Heaviside multi-dimensional H

() definida por

xx)=HWx)  xeRr ®)

w define o contorno dQ como uma hipersuperficie.
Dominios com contornos ndo suaves sdo definidos
por somas e produtos destas distribui¢des
Heaviside. Varidveis de campo, como por
exemplo, incégnita u, for¢ca de volume f, sobre o
dominio €, desaparecem fora deste. Isto pode ser
descrito por

u(x) — Uy = Z(X)M()C),

(€))
Fx)= fo = 2x)f x)

onde u e f sio C* (R"). Analogamente a equacio
(9), necessita-se aplicar a distribuicio de Cutoff
para as fungdes de forma. Elas sdo definidas para
um elemento de referéncia

%) =H(x)H(1-x8x,),  xeR,
%) =H(x )H(1—x ) Hlx, ) H(1—x,)3x, )
(10)

As funcdes de forma sdo obtidas pela
multiplicagdo de uma fungdo C” (R") py(x), por
exemplo, polinomial, com estas distribui¢des de
Cutoff

xeR.

Mo (%) =%, (x) Py () (1)

Portanto, as varidaveis conhecidas e desconhecidas
sobre o contorno sdo aproximadas por

N N'
ulx)= Y, (x), ox)= D r,m, (x),
m m .

A EIC de Galerkin (6) pode agora ser redefinida.
O fator « estd implicitamente definido por uma
representacdo de distribuicdo, por exemplo,
&X])H(X]) = &X]) = K5(x1), assim

Iﬂn, (g (x)d (x) = Iﬂn, (x) [fg (Y)U (x = y)dydx +

B i”m fnj(x)fnni(yﬁ(x— y)dydx +

m R"

+ifm [n; (o) [, ()0 (= y)dydx

mo g R
(13)
Fazendo-se uso das abreviagdes a seguir
<a(x),b(x)> = ja(x)b(x)dx
R
(ax)*b(x) = [ale—yhy 10
R

Definimos finalmente a EIC de Galerkin no
espago R", ou seja,

(00) =y, fo %0 =St (1, #T) +

+itm<77j,77fn +U)
' (15)
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3.2. Transformada de Fourier da EIC de
Galerkin

A transformada de Fourier de dimensdo n, F(¢) =

0 € definida como sendo

P(2)= J‘¢(x)€7i(x'2)dx) (x.8) =2 x4,
R" J
(16)
onde i =\-1. O simbolo A caracteriza um objeto

transformado e F<«> denota a passagem de uma
expressio no estado original para estado
transformado. A base do Fourier-MEC sdo dois
teoremas bem conhecidos da transformada de
Fourier, o primeiro € o teorema de Parseval que
estabelece a invaridncia do trabalho (ou energia)

[ul)oe)dx == [a(3)pl- )a

n
e 27" -

a7

O segundo ¢ o teorema da convolugdo,

u(x)* fx) Fo  a(®)e(x) s
A aplicacdo destes dois teoremas na equagdo (15)
leva as seguintes equivaléncias

(n,m0) = 2,][n (7, %)y (%) a9

(20)
(nmy+T) = (1, (= 2)4, (0 (2))

(21)
(5 U) =5, )0, (100 (3))

(22)

Finalmente, a EIC para o Fourier-MEC ¢é dada por
(7,2t (2)) = (1, (- 2). o (R0 (3) +
N A PR
= Y, (7, DAL R+
& A A A A\ A
+ 200, (7, (= 2)7,, ()0 (3)

(23)

sendo que neste caso € necessdrio apenas uma
tnica integragdo sobre R" e ndo mais a dupla
integragdo definida em (6).

4. RESULTADOS

Vamos  considerar um  dominio  plano
bidimensional Q = [0,1]x[0,1] que estd aquecido
por uma fonte estaciondria interior f Por
conveniéncia, a condutividade K do material tem
um valor unitdrio. A temperatura no contorno é
considerada nula. Matematicamente, isto leva a
um problema de Dirichlet da equacdo de Poisson:

Au(x)=—f(x), xe Q;

(24)

u(x):uF:O, xe .

Devido a sua simplicidade, este caso pode ser
considerado um dos melhores para demonstrar a
versatilidade do Fourier-MEC. O problema pode
ser resolvido, por exemplo, dividindo o contorno

em oito elementos lineares, dois de cada lado
(Figura 1).

A X2

X1
]

»
I >

Figura 1. Dominio com oito elementos.

A solucdo fundamental e sua transformada de
Fourier para o Laplaciano A sdo (Duddeck, 2002):

1 [ A 1
U=%ln X]2+X22 ‘TH U:_ﬁ

X, +X5
(25)

Tomamos como exemplo a integracéio da primeira
sub matriz do MEC no espaco original, ou seja
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I 1
H, = LA LAU(XJ =V )dJ’JdXJ

] 1
= L/Z [zn\x, — 12" =2 —4x,(infx, - 1/2|- zn\x,\)]dx,

L (2In2+3)=-0.0873 (26)
6w

A correspondente integra¢do no espaco de Fourier
leva ao mesmo valor, isto é

Hyy = oy o B 9600 (e
_ i(eifc, /2 _

1 J~ 1
(27[)2 R X, X, -2_’2 + %7

_ ] J_ (ei},/2 _]Xe—z&,/z _]) ] "

(27) o= & X+ 5
1 (cos(x,/2)-1) ,.
= (2x) IRz PE dx,
_ I (cos()%]/SZ)—])dfC]
2 IR X

1

= —L(z In2+3)=-0.0873 (27
167

Neste caso, a principal dificuldade do método
apresentado se dd no tratamento das integrais
singulares cujas caracteristicas sdo bastante
diferentes daquelas normalmente encontradas no
MEC tradicional.

5. CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho um  método
alternativo as técnicas de contorno tradicionais. O
chamado Fourier-MEC (Duddeck, 2002) amplia a
aplicacdo do MEC e pode ser usado em todos os
casos onde os coeficientes do operador diferencial
parcial sdo constantes. A idéia principal € trabalhar
diretamente no espaco transformado de Fourier.
Equagdes integrais equivalentes podem ser
determinadas neste espaco. Isto leva a matrizes
idénticas as obtidas no MEC tradicional. As
funcdes de forma e os elementos de contorno
presentes no MEC também podem ser
transformados para o espaco de Fourier. Assim,
uma implementacdo numérica semelhante a
técnica padrdo pode ser desenvolvida. Usamos
como exemplo um problema de condug¢do de calor,
com base no operador diferencial de Laplace.
Alguns resultados preliminares mostram boa

convergéncia entre os modelos tradicionais e a
nova metodologia.

REFERENCIAS

BONNET, M. Boundary Integral Equation
Methods for Solids and Fluids, Wiley, New
York, 1999.

DUDDECK, F. M. E. Fourier-BEM:
Generalization of Boundary Element Methods
by Fourier Transform. Lecture Notes in
Applied Mechanics. Springer, 2002.

FRANGI, A.; BONNET, M. A Galerkin
symmetric and direct BIE method for Kirchhoff
elastic plates: formulation and implementation,
Int. J. Num. Meth. Engrg, vol. 41, pp. 337-369,
(1999).

HALL, W.S. The Boundary Element Method,
Kluver, Dordrecht, 1994.

MCLEAN, W. Strongly Elliptc Systems and

Boundary Integral Equations, Cambridge
University Press, Cambridge, 2000.

Universidade Tecnolégica Federal do Parana



