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Resumo- Discute-se o uso dos Métodos Monte Carlo na solugao de
problemas deterministicos, de maneira particular trata-se a solugao
numérica de Sistemas de Equacoes Lineares. Desenvolvem-se dois
Métodos Monte Carlo para a solugao de Sistemas Lineares imple-
mentando computacionalmente um deles. Finalmente, é feito um
teste de eficiéncia e uma comparagao com o método direto de Gauss.

Palavras-chave:Simulagao, Método Monte Carlo, Problema Deter-
ministico, Sistema Linear.

MONTE CARLO FOR NONSTOCASTIC PROBLEMS:
LINEAR SYSTEMS

Abstract-Is argued the use of Monte Carlo Methods in the solution
of nonstocastic problems and, of a particular way, in the numerical
solution of Systems of Linear Equations. Two Monte Carlo Methods
are developed for the solution of Linear Systems and for only one of
them is made its computational implementaton. Finally, it is made
a test of its efficiency and a comparison with the direct method of
Gauss.

KeyWord: Simulation, Monte Carlo Method, Nonstocastic Problem,

Linear Sistem.

1. INTRODUCAO

Os métodos numéricos conhecidos como Métodos
Monte Carlo podem ser descritos como métodos de
silulagdo estatistica. Nestes métodos, o sistema é
representado por funcgdes de densidade probabilitica e
a simulacao utiliza seqiiéncias de nimeros aleatérios.
Métodos Monte Carlo foram usados por centurias,
porém, sé durante as ultimas décadas ganhou o status
de um método numérico capaz de direcionar as mais
complexas aplicagbes. Dadas sua importancia e atua-
lidade, este trabalho intenta verificar sua aplicagdo em
problemas deterministicos de maneira especifica na re-
solugao de sistemas de equagdes lineares.

A primeira secgéo, 2, trata numa forma geral acerca
do método. A secgao 3 é dedicada a descrever a simu-
lagdo de variaveis aleatérias. Na seccao 4 discute-se
a solugao numérica dos sistemas de equagoes lineares
e descrevem-se dois métodos Monte Carlo para sua
solugdo. Finalmente, na secgdo 6, realiza-se a imple-
mentacao computacional de um dos métodos descritos.
Os resultados e conclusées sao tratados nas secgoes 6 e
7, respectivamente.

2. O METODO MONTE CARLO

Historicamente, Monte-Carlo designa um dossié secreto
da operacdo Overlord, nome de cédigo dado durante
a segunda guerra mundial a operacdo de desembarque
na Normandia. O método Monte Carlo é um método
numeérico que permite resolver problemas matematicos
mediante a simulagao de varidveis aleatoérias. Os proble-
mas que podem ser resolvidos por métodos Monte Carlo
sao de dois tipos chamados probabilisticos e determi-
nisticos, segundo sejam ou nao dependentes de fatores
aleatérios. No caso probabilistico o método consiste em
observar nimeros aleatoérios, escolhidos em tal maneira
que simulam diretamente os processos aleatérios fisicos
do problema original para inferir a solugao desejada a
partir do comportamento destes niimeros aleatorios. No
caso de que o problema seja deterministico, o método
consiste em tratd-lo mediante uma analogia proba-
bilistica. Assim, pode-se dizer que o método Monte
Carlo é um método universal na solugdo de problemas
matematicos.

A criagdo do método Mote Carlo é devido a J. von
Newmann e S. Ulam. O desenvolvimento inicial se re-
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monta ao ano 1944. Sua primeira aplicagdo como ferra-
menta de pesquisa se deu no desenvolvimento da bomba
atomica durante a segunda guerra mundial. Este tra-
balho envolve uma simulacdo direta dos problemas
probabilisticos acerca da difusdo aleatéria dos néutrons
dentro de material fissil. Porém, o desenvolvimento
sistematico dessas idéias teve que esperar o trabalho
de Harris e Herman Kahn em 1948. Neste mesmo
ano, Fermi, Metropolis, y Ulam obtiveram mediante
os métodos de Monte Carlo, estimagbes para os valores
préprios da Equagéo de Schrodinger.

A possibilidade de aplicar o método a problemas de-
terministicos foi noticiada por Fermi, von Newmann e
Ulam e divulgado por eles nos imediatos anos seguintes
a guerra.

Houve logo depois uma tentativa compreensivel de
resolver cada problema na vista mediante o método
Monte Carlo, mas ndo se deu bastante atencdo a quais
destes problemas o método poderia resolver eficien-
temente e em quais poderia resultar ineficiente. Os
proponentes de métodos numéricos convencionais nao
faziam outra cosa que apontar aqueles problemas onde
os métodos de Monte Carlo eram marcadamente infe-
riores & andlise numérica. Esta objecdo é enfraquecida
na sua relutdncia em discutir técnicas avangadas. Os
dltimos anos vieram em favor dos métodos de Monte
Carlo devido fundamentalmente ao melhor reconheci-
mento dos problemas nos quais ele é o melhor e, al-
guns vezes, o Unico método disponivel. Esses pro-
blemas cresceram em nuimero pelo descobrimento das
técnicas de redugdo de varidncia que o tornam efi-
ciente, onde antes se mostrava ineficiente e também
porque se adapta facilmente a problemas que envolvem
uma massa de complicagbes préaticas que aparecem mais
freqlientemente em diversas dreas da matemaética apli-
cada e a pesquisa operacional.

Alguns problemas que possuem uma solucdo que
nao é possivel de obter por um método numérico
convencional podem ser tratados por algum método
Monte-Carlo. Pode acontecer também que seja con-
hecido um método numérico direto, mas que sua imple-
mentagao computacional necessita de uma capacidade
de memoéria maior do disponivel, pode-se entao utilizar
um método Monte-Carlo.

O interesse particular do presente trabalho é a
aplicagdo do método na solugdo de problemas deter-
ministicos. De maneira mais especifica focaremos nossa
atencgdo na resolugdo de sistemas lineares.

De forma mais precisa, seja P um problema nao
aleatdrio (cdlculo de uma integral, resolugdo de um sis-
tema linear, resolucdo de uma equacao em derivadas
parciais,...) com uma solu¢do incégnita S. Constréi-se
um experimento aleatdrio Z associado a uma variavel
aleatéria X e a uma fungdo de densidade probabilistica
tal que a esperanga matemaética de X seja a solugao S
do problema P, isto é:

BE(X)=8

Se aproxima a esperanga matemdtica de X repitindo
em computador um grande nimero de vezes (M para

fixar as idéias) o experimento = chamado gerador de X.
Se os x, (k= 1,2,..., M), denotam os resultados su-
cessivos obtidos nestas M provas, a média

1 M
TADIEL
k=1

aproxima-se mais da esperanca matemaética de X, em
conseqiiéncia de S, quando maior é M (lei dos grandes
nimeros).

Resumindo, para tratar um problema deterministico
P, isto é, achar uma solugdo teoricamente definida,
deve-se:

1. Determinar um experimento aleatorio = e uma
variavel aleatéria X com uma lei de probabili-
dade (distribuigdo ou densidade) dada tal que a
esperancga matematica de X seja igual a solugdo
de P.

2. Gerar em computador a variavel aleatéria X com
a lei de probabilidade dada.

Observagao 1 Para cada problema P deve-se deter-
minar uma varidvel aleatdria (portanto um experi-
mento) e uma lei de probabilidade que fornegam a
solugao. Ndao existe um método geral para determiar
uma tal varidvel. Para dois experimentos que ddao a
solugdo do problema P a melhor € aquela para a qual a
varidvel aleatoria associada possui a menor variancia.

3. SIMULACAO DE VARIAVEIS ALEATO-
RIAS

Geragao de uma variavel aleatéria

Definicao 1 Diremos que geramos wma wvaridvel
aleatéria X que tém uma lei da probabilidade dada se
definirmos um experimento que forneca um niumero in-
teiro M qualquer de valores (€1,&2,...,&m) = Vi tais
que:

1. Para todo k € {1,2,---, M} : & € um valor de X

2. Para todo D C IR, se mp denota o niumero de
vezes que o evento & € D realiza-se na seqiiéncia
Vi, tem-se:

. mp
XeD)=1 —
p(X €D) Mlinoo M

O ezperimento E
aleatoria X.

chama-se o gerador da wvaridvel

Observagao 2 Na pratica, € impossivel que um ez-
perimento Z forneca um nidmero infinito de resultados.
Devemos ficar contentes de testar o gerador sob um
namero finito M (muito grande) anotando a frequéncia
de um numero finito de eventos. Jamais poderd se
dizer que tém-se um gerador verificando a defini¢ao.
S6 poderd afirma-se que estamos mais ou menos perto
deste gerador.
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Teorema 1 Seja = um gerador de uma varidvel
aleatoria X com uma lei de probabilidade dada. Se

(&1,&1,...,6Mm) € a seqiéncia de resultados dados por
o experimento =, entao
L&
E(X)= 1l —
(X) ]V[li»nooM ;fk

Prova Provaremos o teorema somente no caso onde

X é uma varidavel aleatéria discreta finita.  Seja
{z1,22,...,2,} o conjunto dos valores que pode tomar
com as probabilidades correspondentes (p1,p2, ..., Pn)-
Seja nk, (k = 1,2,...,n) o ndmero de termos de
(&1,&2,...,&m) que sdo iguais & zg, (K = 1,2,...,n).
Entao,

M n

Z & = Z TNk

j=1 k=1
de onde,

1 M n

. . nk

lim — E ;= E rr lim —

M—oo M & M—oco M
j=1 k=1

Como = é um gerador, tem-se:

lim 2k —

logo,
1 M n
i 37 206 =X we = B0
j=1 =1

Varidvel aleatéria uniformemente distribuida
em [0, 1]

Seja X uma varidvel aleatéria continua tomando valores
no intervalo [0, 1], com a densidade de probabilidade

f(x)z{‘f

Diz-se que X é uniformemente distribuida em [0, 1] ou
equiprobével em [0, 1].
E conhecido que:

se xz € [0,1]
se z € [0,1]

b
p(aSXSb):/ flxYde=b—a se0<a<b<1

De forma mais geral, se A C [0, 1],
p(X € A) = comprimento de A

Existem muitas maneiras de gerar uma varidvel uni-
formemente distribuida em [0,1]. Indicamos aqui sé
uma delas, conhecida como Método de congruéncia de
geracao de niimeros aleatdrios.

O gerador Ex é o experimento que consiste em definir
a seqliéncia (&x)1<k<n pelas relagoes seguintes:

z = resto da divisdo de axyp_1 + ¢ por m
k=722 k=12,...,M

onde m é um inteiro muito grande (por exemplo, m =
223); o é6 um nimero qualquer de [0,1]; ¢ e a dois
inteiros de (0,m — 1).

A seqiiéncia construida é periédica de periodo < m.
Se m, a e xo verificam certas condigbes, entao o periodo
é igual que m. Como m é muito grande, a freqiiéncia
de aparigao do evento & € A C [0,1] é muito préximo
do comprimento de A quando M — m

Método direto de geragao de varidaveis aleatérias

Varidvel aleatéria discreta

Seja R uma varidvel aleatéria discreta que toma os
valores {r1,...,rn} com as probabilidades correspon-
dentes (p1,...,Pn)-

R (™ ™ o
pL D2 - pi o Dn
E conhecido que

Sohet
=1

Considere-se uma varidvel aleatdria X, uniformemente
distribuida em [0, 1], e um gerador Zx de X.
Constroe-se o experimento = a partir de Zx da maneira

seguinte:
Sejam:
1. (&1,...,&m) os valores dados por Ex e
2. Ai,..., A, n pontos do intervalo [0, 1] tais que:
A():O, An:16|AifA¢_1|:pi,izl,...,n
Os resultados (n1,...,mm) do experimento = sdo
definidos por:
ni=rjse& €)A;_1,A;] parai=1,....M

(@)

n=r1se& =0
De forma equivalente:

1n; = 1T; se jé o primeiro indice tal que :

J
nzgzplm Z:175M
k=1

Teorema 2 O experimento = onde os resultados sdo
definidos seqgundo (o) € um gerador da varidvel aleatdria
R tomando os valores {ri,...,rn} com as probabili-
dades (p1,...,Pn).

Prova. Seja m; o ntmero de pontos da seqiiéncia
(&1,...,&m), fornecida por o gerador Zx que estao no
intervalo }Aj—lv A]}

lim
M — o0

.
7 = PX €A A

Como X é uniformemente distribuida em [0, 1] tem-se
m;

Y e

Como m; é também o niimero de pontos da seqiiéncia
(m,-..,mm) que s@o iguais a rj, a ultima igualdade
permite concluir que = é um gerador de R =
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Variavel aleatéria continua

Seja R uma varidvel aleatéria continua com densidade
de probabilidade f.

Constroe-se o experimento = a partir do gerador Zx de
uma varidvel X uniformemente distribuida em [0, 1] da
seguinte maneira:

Seja (&1,...,&m) a seqiiéncia de resultados de Ex.
A seqiiéncia de resultados (11, ...,7n) de Z é definida
por:

(B) /if(w)dazzgi i=1,....M

Fazendo .
F(t) = / f(x)dx
F chama-se distribuigdo de R, (8) pode se escrever:

Teorema 3 O ezperimento Z definido por (3) € um
gerador da varidvel aleatdria continua R com densidade
de probabilidade f.

Prova. Seja m o nimero de termos da seqliéncia
(m,...,mm) que pertencem a um intervalo qualquer
[a,b]. Conforme a relagao (3) tem-se que se n; € [a,b],
entdo & € [F(a), F(b)]. Logo m é também o ndmero
de termos da sequéncia (&1,...,&m) que pertencem &
intervalo [F'(a), F'(b)]. Como Zx é um gerador de X,
tem-se:

lim = = p(X € [F(a), F(b)]) = F(b) - F(a)

M—oo M

Assim,
b
F(b) — F(a) = / f)dt
Logo ‘

. m
lim — =

Ny / f(t)dt = p(R € [a,b])

4. RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Hammersly e Handscomb (HAMMERSLY,1975) re-
comendam fortemente o uso dos métodos convencionais
para este tipo de problema e o uso de Monte Carlo
somente quando uma solugdo ndo muito exata for re-
querida como ponto inicial de outro trabalho ou quando
o problema for muito grande e intrincado para ser
tratado de outra maneira. Menciona o fato de que ja em
1956, Curtis, comparou teoricamente a eficiéncia dos
métodos convencional e Monte Carlo no cédlculo de uma
componente da solugdo x de um sistema de equagoes si-
multaneas: z = a+ Hz onde H é uma matriz de ordem
nxn e aéum vetor dado. Definindo a norma da matriz
H como

[|H]|| = max | Y hy
J

usando o método Monte Carlo obteve as seguintes con-
clusoes:

e Se ||H|| > 1, o método Monte Carlo deixa de ser
eficiente

e Se ||H|| = 0,9, o método Monte Carlo é menos
eficiente que um método convencional para achar
a solugao para 1% de precisdao com n < 554 ou
para 10% com n < 84.

e Se ||H|| = 0,5, tem-se (1%) com n < 151 e (10%)
com n < 20

Observa também que a situacao é diferente de quando
foi realizado esta andlise, porém as conclusoés conti-
nuam sendo validas e suportam a recomendagao.

Poderia-se usar Monte Carlo na determinacao de
uma aproximagao inicial para a construcao da seqiiéncia
de aproximagoes de um método iterativo convencional
o que justifica o desenvolmimento deste trabalho.

Um dos métodos Monte Carlo é baseado num pro-
posto por von Newmann e Ulam (HAMMERSLY,1975).
Seja P outra matriz de ordem n X n tal que

pij >0 Zpu <1
j

e tal que h;; # 0 implica p;; # 0. Seja

pi=1—zpij
J

hij iy
Vij = Pij DPij # 0
0 piy=0

A matriz P pode descrever o término de um caminho
aleatério sobre o conjunto de estados consistente dos
inteiros de 1 a n. Se o caminho termina despois de k

passos, passando a través da seqiiéncia de inteiros
v = (t0,%1,...,1k)

entao os sucessivos estados estao conectados pela prob-
abilidade transitéria :

Plims1 = jlim = i,k >m) = pi;
e a probabilidade terminal:

Pk =mlim =i k>m—1)=p;

Define-se
Vin () = Vigir Vigia * Vi _qim (M < k)
e iy
X(7) = Vin(v)—
Diy,

Logo o valor esperado de X (v), condicionado a iy = %,

ZZ . me “Dip_qigPigViiy "

> P)X(y) =

~ k=0 i in
Qi pe
Vi i ——
ik
oo
= E E E hiil"'hikfﬂka’ik
k=0 i in

= a;+ (Ha)i + (H?a); + - --
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Portanto, se a serie de Newmann converge ( por ex-
emplo, quando ||H|| < 1), o vetor  com componentes

z; = E[X(7)|io = i]

é a solugdo do sistema linear.

No que segue, descrevem-se dois métodos Monte
Carlo para a solugdo de sistemas lineares sem a in-
terpretacdo markoviana do método sugerido por von
Newmann e Ullan, descrito anteriormente.  Estes
métodos estdo baseados na versdo dada por Carasso
(CARASSO,1970).

Calculo do produto de uma matriz por um vetor

Seja A uma matriz de ordem n X n e x um vetor do IR";
desejamos calcular o produto Az. Pondo A = (asj)nxn
e = (z;). Fazendo

Qij = Zij * Pij

com
pi; >0 e Zpij:L 1<i<n
i=1

Para i fixo define-se a seguinte prova aleatdria:

Selecionar aleatoriamente um indice do conjunto
{1,2,...,n}

Seja J a varidvel aleatéria associada & prova. J toma o
valor do indice obtido. Suponhamos que J tem a fungao
de probabilidade p;;, isto é,

J— 1 2 7 n
Pi1r P2 Piyg cr DPin

P([J = j]) = pi;
e considere-se a varidvel aleatéria Z construida a partir
de J:

com
j=1..,n

Z=~z3 23

Tem-se:
P(Z = zij -x;) = P(J =j]) = pij
De onde,
B(Z) = ) (z5-2) pi =
j=1
= Zaij Ty = (Aa:)l
j=1

onde (Az); e a i-ésima componente do vetor Az.
De modo mais geral, pode-se construir uma varidvel
aleatéria Zn tendo como esperanga matemadtica a i-
ésima componente do vetor ANz onde

AN — 4. A--- A

Consideremos a seguinte prova aleatoria:

Para 1 <k < N selecionar sucesivamente e de forma
aleatdria um indice ji, um de cada vez, do conjunto

{1,2,...,n}
l k ‘ indice ‘ Var. aleat. ‘ Let de probabilidade
1 J1 Ja {pi, pi2, -+, Pin}
2 J2 J2 {Pj1spir2, piin}
N JN In {ij717p]'N—12?.“7ij—1”}

O resultado da prova é um conjunto {ji,7j2,...,Jn}
formado por N elementos todos pertencentes ao
conjunto {1,2,...,n}.

Deve-se observar que as varidveis
J1,J2,...,JNn nao sdo independentes.
Considere-se a variavel aleatdria:

aleatérias

N = 213y - 23130 ZIn_1dn TN

Tem-se

P([Zn = 2ijy - Zjujo = Zin _1in “Tin]) =

e usando as probabilidades condicionais pode-se escre-
ver:

IDE

P((\Fx=5) = P@1=5)Pa,—([ Tk =)
k=1

k=2

Repetindo o raciocinio, obtemos:

P((\Je=4s) = P(J1=5]) x

X Py, =jy1([J2 = j2]) x
><P[J1:j1]ﬁ[-12:j2]([']3 = ]3]) X

><P[J1:j1]ﬁ--ﬂ[JN—1:jN—1] (I~ =jn])

conforme a definicdo da prova, temos:

P[lejl]n"‘m[Jk—lzjk—l]([Jk:jk]) = Pk-1y

Logo,

k=2,

, N

P([ZN = 2ijy2j1js " Zin_1in ' Tin]) = Piji'Pirja * Pin_1in

Denotemos por
R ={J = (j1,ja

A esperanga matemética de Zy é:

E(Zn) = E Zij1 Zide BN —1in Tin ‘Pijn Pirja  Pin_

JER

',jN)ij;6{1,2,"',7’L},k:1,2,"‘

7N}

1IN
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Assim, temos que Z é uma variavel aleatdria e sua esperanca
matemadtica é:
E(Zn) = > G Gy ain Ty
(j1,42,JN)ER E(Z) :b1+E(Z1)++E(ZN)
isto 6, Dai segue que:
N
E(Zn) = (AN x); = i — ésima componente de AV z E(Z) = b; + (Hb)i + (H?b)i + - - + (H"b);
. = - . . Logo
Calculo da solugao numérica do sistema linear: E(Z) = 2
Método 1
Trata-se de resolver o sistema linear de ordem n: Calculo da solugao numérica do sistema linear:
Método 2

Ax =bcom det A#0
Coonsidera-se uma varidvel aleatoria Z; tal que
Suponhamos que A pode-se escrever na forma: (00) L
E(Zl) = 177;00 = (A7 b)l
A=I—-H
com
onde, I é a matriz unitaria de ordem n e H uma matriz oo
com todos seus valores préprios dfa méd~ulo .estritamente xz(oo) = b+ (Hb); + (HQb)i 4= Z(Hkb)i
menor do que 1. Prova-se que a iteracao linear:

k=0
2" = Ha ™ 4p Sejam h;; 1 <4,5 < n ostermos da matriz H Fazendo
é tal que: hij = zij - pij
lim 2™ = A" qualquier que seja o vetor z© com
n—oo
Tomando z(?) = b temos: pi; >0 e Zpij <1l, 1<i<n
=1
2@ = ’
2 = b4+ Hb e denotemos:
. n
: Paizl—Zpij 1<i<n
+™ = b+ Hb+---+H D pa
Sejam h;; 1 < 4,7 < n os termos da matriz H. Considere-se a seguinte prova aleatoria:
Fazendo
hij = zij - Dij selecionar de forma aleatdoria um indice j1 do conjunto
{0,1,2,...,n}
com

l k [ indice [ Varidvel aleatoria [ Lei de probabilidade ‘

pi; >0 e sz‘jzl, 1<i<n
j=1 1 J1 J1 {pai, pi1,piz, -+, Din}

Sejam
Ji1,J2,...JNn i i

e ’ Se j1 = 0 entdo parar,
as variaveis aleatérias definidas anteriormente, e se nao,

selecionar de forma aleatéria um indice j2 do conjunto

Zi 1<isN {0,1,2, ..., n}

as varidveis aleatérias seguintes: l k [ indice [ Var. aleatéria [ Lei de probabilidade

Z, = =z, by,

Zo 20 72 J2 {paji,pji1,Pjr2, - Pian}t

ZiJy 23134 - b,

Se j2 = 0 entdo parar, se ndo, continuar.

IN = 2y 231dp ZIn_1dn - DIn
Seja Z a variavel aleatéria definida na forma: Assim, tendo Jx = ji existe uma probabilidade paj,
de parar e uma probabilidade pj, j,,, de realizar
Z=b+721+Z2+ - -+7In Jrt1 = Jrt1
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Sejam
J1,J2,. JdN

as varidveis aleatérias definidas anteriormente, e Z; a
variavel aleatoria:

1

pajyy

Z; = 23, 2313 ZIn_1dn - bIn

onde N é o nimero de indices escohidos no curso da
prova (se N=0 Z; =b;-—).

pa;

Calculo da esperanca matematica de Z;
Observe-se que

1
Zi = ZijyZjija Zjno1in " bjn - ——
paj,
se realiza quando a seqiiéncia (j1, j2, - - - , jn) é escolhida.

A probabilidade de que (j1, j2, - . -, jn) seja escolhida é:

Pij1 *Pjrjz " Pin—1in " PAjn

Logo,

B(Z:) = Y Y. ZncZie s Zaoae b

n=0 (j1,jn)ENn

: pl]l ) pjljZ o 'pjnfljn : pajn
paj,

= Z Z higy - Pjgo + Pgr_yin * Ojn

n=0 (j1,",jn)ENn

n=0

5. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Aqui se apresenta a execucdo do programa em lin-
guagem Pascal para o primeiro dos métodos de Monte
Carlo exposto no presente trabalho. Com a finalidade
de comparar este método com os diretos, se apresenta
também a execugdo do programa correspondente ao
método de Gauss.

Para ilustrar melhor considera-se o sistema linear:

0.5x1 — 0.2z9 — 0.523 = 0.6
0.2z1 + 0.922 + 0.5x3 = 1.5
—0.521 — 0.522 +1.223 = —2.7

O vetor solugdo deste sistema é z = (1,2, —1).

A matriz ampliada do sistema é:

0.2 0.9 0.5 1.5

05 —-02 -0.5 0.6
-0.5 —0.5 1.2 =27

A escolha deste sistema é para atender a condigao de
convergéncia do método de Monte Carlo, pois a matriz

H na decomposicdo A = I — H tem autovalores de
modulos menores do que 1:

0.5 0.2 0.5
H=| -02 01 -05 |, |lautval(H)|| = 0.469
05 05 —0.2

Elaboraram-se dois programas Pascal, um corre-
spondente ao método Monte Carlo e outro ao do
método direto de Gauss. Nestes programas incluem-se
instrugoes para registrar o inicio e o termino dos
calculos para obter o tempo de processamento e, desta
maneira, usd-lo como pardmetro de comparagdo dos
métodos.

O formato de saida dos resultados considera sete
(7) digitos significativos.

No caso do método de Monte Carlo, o programa
realiza 300 vezes o experimento e cada um deles tem
como resultado uma seqiiéncia de 1.000 termos. O
valor da aproximagado da solugao é a média destas 300
provas e corresponde ao vetor 218 da seqliéncia de
aproximagoes.

O software usado nesta implementacao computa-

cional foi o Turbo Pascal, Versdo 7.0 da Borland
International, Inc.

6. RESULTADOS

Execucao dos Programas

Execucao do Programa Pascal Monte Carlo

SISTEMAS LINEARES :
METODO DE MONTE-CARLO

INGRESSE A ORDEM DO SISTEMA : 3
INGRESSE OS COEFICIENTES A[LJ]
E O TERMO INDEPENDENTE BJ[I] DA
EQUACAO 1: 0.5-0.2 -0.5 0.6
EQUACAO 2: 0.20.90.5 1.5
EQUACAO 3: -0.5-0.5 1.2 -2.7

Inicio : 18:59:23.39

X1=1.0486712

X2=2.0569483

X3=-0.9751820

Termino: 18:59:58.88

Comentario

O tempo que necessitou-se para a realizacdo dos
célculos foi de 35.49 segundos.

O resultado obtido tem uma exatidao média de 0.1.

Execucao do programa Pascal Gauss
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SISTEMAS LINEARES:
METODO DE GAUSS

INGRESSE A ORDEM DO SISTEMA : 3
INGRESSE OS COEFICIENTES A[LJ]
E O TERMO INDEPENDENTE B[I] DA
EQUACAO 1: 0.5-0.2 -0.5 0.6
EQUACAO 2: 0.20.90.5 1.5
EQUACAO 3: -0.5-0.51.2-2.7

Inicio : 13:30:41.21

X1=1.0000000

X2=2.0000000

X3=-1.0000000

Termino: 13:30:41.21

Comentario

O tempo que necessitou-se para a realizacdo dos
célculos foi menos de um centésimo de segundo.

O resultado obtido é a solugao exata do sistema.

Teste de Eficiéncia e Comparagao dos Métodos

Método de Monte Carlo O programa foi execu-
tado seis vezes. A seguinte tabela registra os resultados
obtidos:

Solugdo Aproximada Tempo(seg.)
1,0941820 2,1528707 —1,0061408 35,46
1,0486712 2,0569483 — 0,9751820 35,49
1,0699638 2,0356566 — 0,9886383 35,49
1,0534311 2,0217950 —1,1136459 35,46
1,0052874 2,1637639 — 1,1541542 35,46
1,0397669 1,9382324 —1,2204276 35,48
1,0000000 2,0000000 — 1,0000000 35,47

A dltima linha corresponde ao arredondamento uni-
forme dos valores e & média dos tempos.

Métodos Diretos (Classicos) A seguinte tabela
da os resultados obtidos na execugao do programa cor-
respondente ao Método de Gauss:

Solugao: 1,0000000 2,0000000 — 1,0000000
Tempo: menos de um centésimo de segundo

E f4cil observar que o método direto de Gauss, consid-
erado neste trabalho como representante dos métodos
cldssicos, conseguiu uma melhor performance tanto em
precisdo como em tempo de processamento.

7. CONCLUSOES

Pode-se concluir portanto, que os métodos classicos
sao mais eficientes que os de Monte Carlo no que se
refere ao célculo de solugbes de sistemas lineares, pelo
menos para os sitemas de pequeno porte.

Assim, tal como foi observado no inicio da secgéo
4, o uso dos métodos de Monte Carlo no calculo de
solugdes de sistemas lineares nao é pratico e o valor
de sua aplicacdo neste caso concreto tem um sentido
fundamentalmente ilustrativo.

Desde o ponto de vista pedagodgico, é importante
se familiarizar com estes métodos visando sua
aplicagdo em estudos onde podem-se mostrar mais
eficientes seja no célculo de aproximagdes ou em a
solugao de outros problemas.
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