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Resumo- Este texto descreve alguns dos métodos de elementos finitos es-
tocdsticos mais conhecidos: o método de elementos finitos acoplado com o
método de Monte Carlo, o método de Galerkin espectral, o método de mo-
mentos acoplado com a expansao de Karhunen-Loeve e o método da colocagao,
ilustrando-os com experimentos numéricos de escoamento em meios porosos
saturados em regime permanente, assumindo que a condutividade hidraulica
segue uma distribuicao de probabilidade lognormal.
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STOCHASTIC FINITE ELEMENT METHODS FOR
MODELS OF FLOW IN POROUS MEDIA

Abstract- This survey describes same stochastic finite element methods, na-
mely the finite element method coupled with the Monte Carlo method; the
spectral Galerkin method; the Karhunen-Loéve moment-equation method; and
the stochastic collocation method, which are illustrated with numerical experi-
ments of steady flow in saturated media, assuming that the hydraulic conduc-
tivity follows a lognormal distribution.
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1. INTRODUGAO contorno (PVC) associado ao escoamento num meio po-
roso saturado em regime permanente: encontrar o po-

A modelagem matematica de fendomenos fisicos em  tencial hidraulico u = u(z;w) tal que

meios cujas propriedades materiais nao sao inteira-

mente conhecidas pode ser realizada utilizando modelos —V - (k(z;w)Vu) = f(z), =€ DC IR

probabilisticos de tais propriedades. Os modelos pro- u(z;w) =0 x € 0D, (1)

babilisticos compensam a escassez de dados e fornecem

margens de erros para os resultados calculados.
em que f(x) representa as forcas externas (po-

dendo também incorporar condigbes de contorno nao-
homogéneas) e k(x;w) representa a condutividade
hidraulica do meio. A varidvel w representa um evento
arbitrdrio em um espago de probabilidade (2, B, P).

O escoamento em meios porosos é um dos fendmenos
que se encaixam neste perfil. Propriedades como a po-
rosidade e a condutividade hidraulica sdo estimadas por
exemplo por meio de amostras recolhidas de pocos. Re-
sultados experimentais sugerem que a distribui¢ao log-
normal representa satisfatoriamente estas propriedades
(Zhang, 2002).

Quando os modelos probabilisticos das proprieda-

Seja k(x;w) = ko(x) exp(Y(x;w)), em que Y é um
processo estocéstico gaussiano com média E[Y] =0 e
covariancia

des materiais sao acoplados as equagoes diferenciais E[(Y (z;w) — EY])(Y (g;0) — E[Y])] = C(z, y).
que governam o escoamento de fluidos, o modelo com-
pleto passa a ser descrito por equagdes diferenciais es-
tocdsticas. 2. METODOS
Esta apresentagao é uma breve revisao de alguns
métodos numéricos para a solucao de equagoes diferen- O primeiro método descrito, o método de Monte
ciais estocdsticas associadas a problemas de escoamento  Carlo (MC), é um método conceituamente sim-
em meios porosos (vide Aquilar (2008) e Azevedo (2009)  ples que consiste na geracio de um némero ele-
para uma descricdo mais abrangente). vado de amostras ki(x),k2(x),...sn(x) da conduti-
Vamos considerar o seguinte problema de valores de  vidade hidrdulica x(x;w) e no cdlculo das amostras
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ui(x),uz(x),...un(x) tais que

=V (ki(®)Vui) = f(x),

Uj (w) = 07

Note que o cdlculo da amostra u; envolve a solugao
de um PVC deterministico, que pode ser resolvido por
diversos métodos existentes. Nos experimentos a seguir,
o método de elementos finitos serd utilizado.

Os métodos a seguir sao construidos a partir da ex-
pansao de Karhunen-Loéve do processo Y = log(k/ko):

V(@) = 3 v anen @) (2)

n=1

x € D;

xedD, i=1,...N.

sendo &1,...,&n, ... varidveis aleatérias independentes
com distribui¢ao N(0,1) e {\n, ¢n(x)} os autopares da
decomposicao espectral da funcao de covariancia:

/me%@@:Mw@- 3)

Esta decomposicao em geral nao é valida para pro-
cessos nao gaussianos como k(z;w) e a prérpria solugao
u(x;w). Consideramos duas formas de aproximar a
solugdo: uma expansao do tipo Taylor construida por
um método de perturbacdo e uma expansao em po-
lindbmios ortogonais multi-dimensionais de &1, o, . ..

A aproximacdo baseada num método de perturbagao
é empregada por Zhang e Lu (2004) no o método de mo-
mentos acoplado com a expansdo de Karhunen-Loeéve
(KLME). Neste método, a equacao diferencial é re-
escrita na forma

—Y(z;w)
VY (x;w) - Vu(z; w) — Au(z;w) = %7
0
o termo e~ Y @) § expandido na forma
e V@) — 1 _Y(zw) + %Y(a:;w)2 — ...

e a expansdo (2) é substitui{da na equagdo resultante.
Note de (2 ) que Y(x;w)* é formado por termos da
formaf f ffl’ com ki + ...+ k = k. Isto mo-
tiva expandlr u(x;w) na forma

u(z;w) = v @) +u (z;w) +u? (zw) + ... (4)
onde u®(z;w) é também formado por termos da
mesma forma que Y (x; w)k7 ou seja:

u(l)(x;w) = Zu(l)
My Mo
wmm::zzp (@)&m (w)

Substituindo esta expansao na equagao obtida ante-
riormente e coletando os termos de mesma ordem, ob-
temos uma sequeéncia recursiva de equagoes para cada

termo da expansao de u(z;w):

—Au(x) = /(@)
AP () = /A (wn(w)vu(m(m) _ %”)qﬁn(w))

Note que o operador diferencial é o mesmo para to-
dos os termos da expansdo. Assim como no método de
Monte Carlo, o método de elementos finitos tradicional
pode ser utilizado para calcular cada termo separada-
mente. As séries (2) e (4) s@o truncadas apés M e P
termos, respectivamente.

O método de Galerkin espectral (MGE), por sua vez,
expande a solugdo na forma

ZW

onde Y é o k-esuno polinémio de Hermite multi-

ka 517 “7‘51”1)7 (5)

dimensional de grau P, com k=1,...Q,
P 1 s—1

Q= lJrZEH(MJrT).
s=1 =0

Dada uma base global de elementos finitos
{¢1,...,Pn}, cada coeficiente ux(x) é escrito como uma

combinagao linear
uk(:L‘) = uk,l(a:)qﬁl (a:)—&—uk,g(w)qﬁg(w)—&— .. uk,n(a:)qbn(a:)

O método de Galerkin espectral corresponde ao
método de Galerkin aplicado ao seguinte problema va-
riacional: encontrar u € V = L*(Q, H} (D)) tal que

//nVu Vv dxd) = //fvdar:dQ YoveV.

O subespago de dimensao finita de V' utilizado é
Vi = span{¢i(x)¥; (&1, ..., 6m), 1 <i<n, 1 <j<Q}

Impondo a condigao de ortogonalidade do residuo da
aproximacao (5), obtemos um sistema linear cuja ma-
triz de coeficientes é formada @ x @ blocos de tama-
nho n. O célculo das integrais envolvidas segue a es-
tratégia descrita por Rupert e Miller (2007); vide Aze-
vedo (2009) para mais detalhes.

O dltimo método revisado neste texto é uma versao
proposta por Babuska et al (2007) do método de co-
locagdo (MCol) . Levando-se em conta a férmula de
quadratura

Pt1

/ p(§)e _5/2d§ ZPQ w; VpE Papyr,

sendo £ a j-ésima raiz do polinémio de Hermite 1D
de grau P + 1, podemos substituir as fungbes 1, por
polinémios de Lagrange multi-dimensionais cujos pon-
tos de colocacdo sdo produtos tensoriais das raizes
&;. Desta forma, se utilizarmos a quadratura acima
para avaliar as integrais com respeito a cada uma das
variaveis &1, €2, . .., obtemos um sistema linear em que
a matriz dos coeficientes é diagonal por blocos. Assim,
o sistema linear desacopla em varios sistemas de ordem
n, de modo andlogo ao método de Monte Carlo.
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2. RESULTADOS

Considere o seguinte experimento apresentado por
Zhang e Lu (2004) e estendido por Azevedo (2009): te-
mos um dominio espacial D = [0, 10] x [0, 10] sujeito as
seguintes condi¢oes de contorno:

Vu(z,y;w) -n=0, y=0,10
u(x,y;w) = 10.5, =0
u(z,y;w) = 10.0, x =10

Neste exemplo a fonte f é nula e a funcdo de covariancia
é dada por

Cy (x,y) = ovexp (—|v1 — y1l/n — |22 — ya|/m) -

O método de elementos finitos bilineares com uma
malha de 40 x 40 elementos quadrados é utilizado em
todos os métodos descritos na segao anterior. A fi-
gura 1 apresenta as aproximagoes de primeira ordem
(P = 1) da variancia do potencial hidraulico obtida pe-
los métodos MGE, KLME e MCol, considerando como
solucao de referéncia o método MC com N = 5000
amostras. A figura 2 apresenta as aproximagoes de se-
gunda ordem destes métodos.

Em geral (Azevedo, 2009), o método KLME ¢ mais
robusto com respeito ao coeficiente de correlacao (n),
enquanto os métodos MGE e MCol sdo mais robus-
tos com respeito a varidncia da condutividade log-
transformada (0% ). Além disso, o fato do método MCol
ter um desempenho semelhante ao MGE indica que o
método da colocagdo, que possui um custo inferior, é
uma boa alternativa ao método de Galerkin espectral.
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Figura 1: Variancia do potencial hidraulico com
P =1. Em cima: 0 =n = 1; em baixo: 0 =n = 4.
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Figura 2: Variancia do potencial hidraulico com
P =2. Em cima: 0 =n =1; em baixo: 0 =n =4.
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