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Resumo- Tratamos de alguns aspectos relativos a superficies de curvatura
média constante, dentre elas as superficies minimas, no que se refere a caracter-
izacao de tais superficies, a problemas de Dirichlet associados a equagao das su-
perficies de curvatura média constante e possiveis aplicagoes. Citamos também
alguns resultados recentes e problemas em aberto envolvendo superficies de
curvatura média constante com bordo prescrito, em especial sobre superficies
duplamente conexas de curvatura média constante com bordo prescrito.
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Plateau’s problem, constant mean curvature
surfaces and some applications

Abstract- We treat of some aspects relative to constant mean curvature sur-
faces, among them the minimal surfaces, in what refers on the characterization
of such surfaces, on the Dirichlet’s problems associated to constant mean cur-
vature surface and possible applications. We also cite some recent results and
open problems about constant mean curvature surfaces with prescribed bound-
ary, in special on doubly connected surfaces of constant mean curvature with
prescribed boundary.

KeyWord: Constant mean curvature, doubly connected surfaces, Plateau’s

problem, Dirichlet’s problem.
1. INTRODUCAO

Superficies de curvatura média constante, em espe-
cial as superficies minimas, tém sido investigadas
ha muito tempo pelos matematicos. O termo ”su-
perficie minima”provém do Calculo das Variagoes
com o significado de ser a superficie regular de
menor area dentre aquelas que estendem um de-
terminado bordo prescrito (consequentemente tal
superficie terd curvatura média nula em todos os
seus pontos), e adotado posteriormente para to-
das a superficies regulares do espaco euclidiano
com curvatura média constante igual a zero. Su-
perficies minimas podem ser visualizadas intuiti-
vamente como segue: ao mergulharmos um arame
fino com o formato de uma curva fechada em uma
solucao de 4dgua e sabao, e retirarmos cuidadosa-
mente tal arame da solugao, surgird em geral uma
lamina fina de sabao em forma de uma superficie
regular que tem o tal contorno de arame como
bordo. A pelicula de sabao que aparece estd em

equilibrio estavel sob a acao da tensao superficial
do liquido que forma a pelicula, e como a pressao
em cada ponto exercida pela superficie sobre o am-
biente age na diregao normal a superficie e propor-
cional a sua curvatura média no ponto, o fato da
superficie estar em equilibrio implica que a pressao
(e consequentemente a curvatura média) se anula
em todos os seus pontos, donde tal superficie é
minima. Diretamente relacionado ao exposto acima,
esta o classico problema formulado por Plateau que
pode ser formulado como segue: dada uma curva
fechada em R3, existe ao menos uma superficie
minima cujo bordo seja tal curva? Outra pergunta
que cabe no contexto é: dada uma curva fechada
em R3 e dado H > 0, existe ao menos uma su-
perficie de curvatura média constante H que tem
tal curva como bordo? Abordamos tais indagacoes
no contexto especifico em que o bordo prescrito pos-
sui projecao injetiva sobre um plano, donde pode-
mos atacar o problema via resolugao de um prob-
lema de Dirichlet para a equagao das superficies
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de curvatura média constante. Além disso, trata-
mos da seguinte questao: dadas duas curvas de Jor-
dan 71 e 79 em planos paralelos 7 e mo respecti-
vamente, e dado H > 0, existe uma superficie de
curvatura média constante H que tem tais curvas
como bordo? Mostraremos que podemos respon-
der positivamente a esta uiltima indagagao em al-
guns contextos especificos e também discutiremos
a conjectura exposta em [6] relacionada com a esta
questao.

2. RESULTADOS

Dados duas curvas de Jordan 7; e 2 em planos par-
alelos m1e o de R3 respectivamente, e dado H > 0,
sob hipéteses envolvendo a classe de diferenciabili-
dade e a geometria de v e v*, bem como a distancia
entre os planos m; e mo, estabelecemos alguns re-
sultados que garantem a existéncia e unicidade de
superficies mergulhadas de curvatura média con-
stante H que tem por bordo tais curvas, e que estao
contemplados nos trabalhos [1] e [2].

Para o caso de uma curva fechada v em R? que
possui projecao injetiva v* sobre um determinado
plano m ¢ H > 0 dado, citamos alguns resulta-
dos cldssicos, como os contidos em [3], [5] e [7]
onde podemos garantir a existéncia e unicidade de
graficos de curvatura média contante H sobre o
dominio limitado €2 de 7 cujo bordo é v*. Observa-
mos que tais problemas, no caso de v ser de classe
C%%, se resumem a solucionar um problema de
Dirichlet que pode ser posto como segue: mostrar
a existéncia e unicidade de solugoes do sistema

u e C? (Q)
Qpu (u) = div <\/1+VUT|2

U|89 =@

>+2H:O (1)

onde ¢ € C%* (99Q) é tal que o grafico de ¢ é 7.

3. CONCLUSOES

Superficies de curvatura média constante tém des-
pertado o interesse de matematicos hé geragoes e
permanecem atraindo adeptos nos dias atuais, den-
tre eles engenheiros de diversas areas. Ressalta-
mos que, em muitos casos, faz-se necessario um
bom conhecimento da teoria relacionada a equagoes
diferenciais parciais elipticas para solucionar prob-
lemas relacionados a este tépico, e citamos [4] como
a principal referéncia na édrea.
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