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Resumo- Neste trabalho é proposta uma solução anaĺıtica para uma versão
simplificada da equação de dispersão de poluentes na atmosfera, também
conhecida como de convecção e difusão. Isto é feito através do método de
separação de variáveis para equações diferenciais parciais. Após, utilizando o
software Maple, apresentamos uma análise gráfica do comportamento da função
solução.
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Analytical Approach of the equation of dispersion of Pollutants
in the Atmosphere

Abstract- This paper proposed an analytical solution to a version simplified
equation of dispersion of pollutants in the atmosphere, also known as convection
and diffusion. This is done by the method of separation of variables for partial
differential equations. After, using the Maple software, we present a graphical
analysis of the behavior of the function solution.
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1. INTRODUÇÃO

Devido às grandes concentrações de poluentes na at-
mosfera impulsionadas pela globalização e pelas tec-
nologias, surge a nescessidade de se obter dados mais
exatos referentes a poluição e seu comportamento.

Alguns modelos matemáticos são utilizados para de-
screver o comportamento da poluição na atmosfera.
Estes modelos podem determinar a quantidade de polu-
entes existentes em uma determinada região ou verificar
como os gases poluidores se dispersam na atmosfera.

Uma das equações matemáticas que é utilizada para
descrever a dispersão de poluentes na atmosfera é a
equação diferencial parcial:

∂P

∂t
= −∂(AP )

∂x
+

∂2(BP )

∂x2
(1)

onde A e B são funções de x e t.
A equação (1) é de convecção e difusão, onde

A representa a velocidade de convecção do meio e
∂(BP )

∂x
o fluxo da densidade P (x, t). Além disto,

o termo A representa influências externas que dire-
cionam o movimento das part́ıculas. Se elas não
existirem, isto é, se a probabilidade de deslocamento à

esquerda e à direita for igual, então obtemos a equação
de difusão:

∂P

∂t
=

∂2(BP )

∂x2
. (2)

Se B não depende de x e t temos:

∂P

∂t
= B

∂2P

∂x2
(3)

onde B é chamado coeficiente de difusão. Pela última
equação verificamos, também, que o fluxo do meio for-
mado pelas part́ıculas se processa de regiões de maior
densidade para regiões de menor densidade.

A solução desta equação é obtida através do
método de separação de variáveis para equações
diferenciais parciais em meio infinito, já que, neste
caso não temos condições de contorno para o pro-
blema. A visualização gráfica da função solução é feita
através do software Maple.

2. RESULTADOS

Procuramos uma solução anaĺıtica para a equação de
difusão,

1 Universidade Tecnológica Federal do Paraná
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B
∂2P

∂x2
=

∂P

∂t
(4)

para −∞ < x < +∞, com a condição inicial,

P (x, 0) = f(x). (5)

Resolvemos esta equação pelo método de se-
paração de variáveis para equações diferenciais parci-
ais, considerando,

P (x, t) = X(x)Y (t) (6)

substituindo esta expressão na equação (4),

BX ′′(x)Y (y) = X(x)Y ′(t), (7)

supondo,

X ′′(x)

X(x)
=

1

B

Y ′(t)
Y (t)

= −λ2, λ ∈ R, (8)

temos duas equações diferenciais ordinárias,

X ′′(x)− λ2X(x) = 0, (9)

Y ′(t)− λ2BY (t) = 0. (10)

A equação (10), é uma equação diferencial de
primeira ordem linear, cuja solução é escrita como,

Y (t) = e−Bλ2t, (11)

e a (9) é uma equação diferencial ordinária de segunda
ordem, a qual possui solução não trivial apenas no caso
em que λ ≥ 0, assim,

X(x) = a(λ) cos(λx) + b(λ)sen(λx). (12)

Logo a solução do problema pode ser escrita como,

P (x, t) = e−Bλ2t[a(λ) cos(λx) + b(λ)sen(λx)], (13)

utilizando o prinćıpio da superposição na forma
cont́ınua,

P (x, t) =

∫ ∞

λ=0

e−Bλ2t[a(λ) cos(λx) + b(λ)sen(λx)]dλ.

(14)
Para t = 0 a solução representa a posição inicial f(x)

no meio −∞ < x < ∞. A aplicação da condição inicial
resulta em,

f(x) =

∫ ∞

λ=0

[a(λ) cos(λx) + b(λ)sen(λx)]dλ. (15)

Esta equação é exatamente a fórmula de Fourier para
uma função arbitrária f(x), de onde os coeficientes a(λ)
e b(λ) são dados por,

a(λ) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(x′) cos(λx′)dx′ (16)

b(λ) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(x′)sen(λx′)dx′, (17)

substituindo a(λ) e b(λ) na equação (15) temos,

f(x) =

∫ ∞

0

[
1

π

∫ +∞

−∞
f(x′) cos(λx′) cos(λx)dx′ +

1

π

∫ +∞

−∞
f(x′)sen(λx′)sen(λx)dx′], (18)

fazendo uso das relações trigonométricas,

f(x) =

∫ ∞

λ=0

[
1

π

∫ +∞

−∞
f(x′) cos λ(x− x′)dx′]dλ. (19)

Comparando as equações (15) e (19) os coeficientes
estão relacionados por,

[a(λ) cos(λx) + b(λ)sen(λx)] =

=
1

π

∫ +∞

−∞
f(x′) cos λ(x− x′)dx′, (20)

de onde, a solução da equação (14) será,

P (x, t) =
1

π

∫ ∞

λ=0

e−Bλ2t

∫ +∞

−∞
f(x′) cos λ(x−x′)dx′dλ.

(21)
Além disto,

∫ ∞

λ=0

e−Bλ2t cos λ(x− x′)dλ =

√
π

4Bt
exp[− (x− x′)2

4Bt
],

(22)
o que faz com que solução da equação (21) seja,

P (x, t) =
1

[4πBt]
1
2

∫ +∞

−∞
f(x′) exp[− (x− x′)2

4Bt
]dx′

(23)
Como exemplo para esta situação podemos con-

siderar o problema de determinar a distribuição de
part́ıculas P (x, t) considerando que a equação geral
seja,

2
∂2P

∂x2
=

∂P

∂t
−∞ < x < ∞, (24)

com a condição inicial,

P (x, 0) =

{
40, −3 < x < 3
0, x /∈ (−3, 3)

(25)

Como vimos na resolução anterior,

P (x, t) =
1

[4πBt]
1
2

∫ +∞

−∞
f(x′) exp[− (x− x′)2

4Bt
]dx′.

(26)
Aplicando a condição de contorno P (x, 0) = 40, para

−3 < x < 3 e utilizando que B = 2, teremos,

P (x, t) =
1

[8πt]
1
2

∫ 3

−3

40 exp[−−(x− x′)2

8t
]dx′. (27)

Fazendo a mudança de variável,

u =
x− x′√

8t
, (28)

2 Universidade Tecnológica Federal do Paraná
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teremos que,

∫
40 exp[−−(x− x′)2

8t
]dx′ =

−
√

8t

∫
40 exp(−u2)du, (29)

que pode ser integrada com o aux́ılio do Maple.
Logo

P (x, t) =
1

(8πt)
1
2

20
√

8terf(
x− x′√

8t
)|x′=3

x′=−3 (30)

= 20erf(
x− x′√

8t
)|x′=3

x′=−3. (31)

De onde,

P (x, t) = 20(erf(
x− 3√

8t
)− erf(

x + 3√
8t

)), (32)

onde erf(x) é definida como,

erf =
2√
π

∫ x

0

e(−t)2dt. (33)

A solução P (x, t) é encontrada no software Maple
com o comando,

plot3d(20 ∗ erf(
(x− 3)

sqrt(8 ∗ t)
)− 20 ∗ erf(

(x + 3)

sqrt(8 ∗ t)
),

x = −3..3, t = 0..20),

resultando no seguinte comportamento gráfico,

Figura 1:

2. CONCLUSÕES

O método de separação de variáveis se aplica per-
feitamente para o caso particular da equação de dis-
persão de poluentes em meio infinito. Para o pro-
blema mais geral, com a dependência convectiva é
necessário a utilização de outros métodos de solução,
como métodos numéricos para equações diferencias

parciais ou ainda métodos anaĺıticos como os co-
nhecidos por LTPN ou LTSN . Além disto, o software
Maple é muito útil em situações como a apresentada
neste problema, tanto para a resolução das integrais
que aparecem no problema bem como na visualização
gráfica da função solução.

REFERÊNCIAS

BASSANEZI, R. C.; FERREIRA Jr.,W. C. Equações
Diferenciais com Aplicações: Editora Harbra, São
Paulo, 1988. BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.

Equações Diferenciais Elementares e Problemas
de Valores de Contorno: Editora LTC, Rio de
Janeiro, 2006.

INCROPERA, F. P. Fundamentos de Tranferência
de Calor e de Massa: Editora LTC, Rio de Janeiro,
2008.
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