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Resumo- Neste trabalho é proposta uma solugao analitica para uma versao
simplificada da equagao de dispersao de poluentes na atmosfera, também

conhecida como de conveccao e difusao.

Isto é feito através do método de

separacao de variaveis para equacoes diferenciais parciais. Apds, utilizando o
software Maple, apresentamos uma andlise grafica do comportamento da fungao

solucao.

Palavras-chave:
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Analytical Approach of the equation of dispersion of Pollutants
in the Atmosphere

Abstract- This paper proposed an analytical solution to a version simplified
equation of dispersion of pollutants in the atmosphere, also known as convection
and diffusion. This is done by the method of separation of variables for partial
differential equations. After, using the Maple software, we present a graphical
analysis of the behavior of the function solution.
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1. INTRODUCAO

Devido as grandes concentragoes de poluentes na at-
mosfera impulsionadas pela globalizacao e pelas tec-
nologias, surge a nescessidade de se obter dados mais
exatos referentes a poluigdo e seu comportamento.

Alguns modelos matematicos sdo utilizados para de-
screver o comportamento da poluicdo na atmosfera.
Estes modelos podem determinar a quantidade de polu-
entes existentes em uma determinada regiao ou verificar
como os gases poluidores se dispersam na atmosfera.

Uma das equagoes matemdaticas que é utilizada para
descrever a dispers@o de poluentes na atmosfera é a
equacao diferencial parcial:

2
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onde A e B sdo funcées de x e t.

A equacao (1) é de conveccdo e difusdo, onde
A representa a velocidade de convecgdo do meio e
% o fluxo da densidade P(z,t). Além disto,
o termo A representa influéncias externas que dire-
cionam o movimento das particulas. Se elas nao

existirem, isto é, se a probabilidade de deslocamento a

esquerda e & direita for igual, entdo obtemos a equagao
de difusao:

oP  9*(BP)
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Se B nao depende de z e t temos:
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onde B é chamado coeficiente de difusdo. Pela ltima
equagao verificamos, também, que o fluxo do meio for-
mado pelas particulas se processa de regioes de maior
densidade para regioes de menor densidade.

A solugdo desta equacdo é obtida através do
método de separagdo de varidveis para equagoes
diferenciais parciais em meio infinito, j4 que, neste
caso nao temos condigbes de contorno para o pro-
blema. A visualizacdo gréfica da fungdo solucao é feita
através do software Maple.

2. RESULTADOS

Procuramos uma solugdo analitica para a equagao de
difusao,
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para —oo < z < 400, com a condigao inicial,

P(z,0) = f(z). (5)

Resolvemos esta equagdo pelo método de se-

paracao de varidveis para equagOes diferenciais parci-
ais, considerando,

P(z,t) = X(2)Y (1) (6)

substituindo esta expressdao na equagao (4),

BX"(2)Y (y) = X (2)Y'(1), (7

supondo,
X"(z) 1Y'(¥)
X(z)  BY()

temos duas equagoes diferenciais ordindrias,

=-A,)€ER, (8)

X"(x) = XX (x) =0, (9)

Y'(t) = A’BY (t) = 0. (10)

A equagdo (10), é uma equagdo diferencial de
primeira ordem linear, cuja solugao é escrita como,

Y(t) = e BN, (11)

e a (9) é uma equagao diferencial ordindria de segunda
ordem, a qual possui solugao nao trivial apenas no caso
em que A > 0, assim,

X (z) = a(A) cos(Az) + b(A)sen(Ax). (12)

Logo a solugdo do problema pode ser escrita como,
P(x,t) = efBth[a()\) cos(Azx) + b(N)sen(Ax)], (13)

utilizando o principio da superposigdo na forma
continua,

P(a,t) = / e B a(N) cos(Az) + b(\)sen(Az)]dA.
A

=0

(14)

Para ¢t = 0 a solucao representa a posicao inicial f(x)

no meio —oo < < 0o. A aplicagdo da condicao inicial
resulta em,

flx) = / [a(A) cos(Azx) + b(A)sen(Ax)]dA.  (15)
A

=0

Esta equacao é exatamente a férmula de Fourier para
uma funcdo arbitrdria f(x), de onde os coeficientes a(\)
e b(\) sdo dados por,

“+oo
ay) = L / (') cos( ') da’ (16)

oo

—+o0
b(\) = l/ f(zsen(Aa")dz', (17)

oo

substituindo a(X) e b(A) na equagéo (15) temos,

oo 1 “+ oo
f(z) :/ [;/ f(z") cos(Ax") cos(Azx)dx" +
1 e

s

= / f(zsen(Ax')sen(Ax)dz'], (18)

fazendo uso das relagbes trigonométricas,

oo —+oo
f(:v):/ [%/ F(@) cos A — o' )da')dr. (19)
A=0 —oo

Comparando as equagoes (15) e (19) os coeficientes
estao relacionados por,

[a(X) cos(Ax) 4 b(X)sen(Ax)] =
“+oo
=2 / f(@") cos ANz — 2')dz’, (20)

™

de onde, a solugao da equagao (14) serd,

oo —+oo
P(x,t) = l/ eiB)‘Qt/ f(z") cos Mz —z")dx'd.
A _

n =0 ¢S]
(21)
Além disto,

o _ \2
/)‘zo e B cos Mz — 2" )dX = 4/ é exp[—%]7
(22)
o que faz com que solugao da equagao (21) seja,

B 1 +oo , (a: _ x/)2 ,
Pa =y [ el
(23)

Como exemplo para esta situagdo podemos con-
siderar o problema de determinar a distribuicdo de
particulas P(z,t) considerando que a equagao geral
seja,

o’P 9P
oz ~ At

com a condi¢ao inicial,

—o00 <z < 00, (24)

Pl 0)‘{ [y 2)

Como vimos na resolugdo anterior,

P(z,t) = _ f(z') ex _lw=a) z')” x
(26)

Aplicando a condigdo de contorno P(z,0) = 40, para
—3 < x < 3 e utilizando que B = 2, teremos,

I —(z—a')?
P(z,t) = [87715}% [3 4Oexp[—T]daB. (27)

Fazendo a mudanga de variavel,

!
u:x%g, (28)
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teremos que,

/ 40 exp[f%]dx’ =

*@/40 exp(—u?)du, (29)
que pode ser integrada com o auxilio do Maple.
Logo
1 - .-
P(z,t) = ———20+/8ter r=3 30
T — -T/ ' =3
= 20er P— 3. 31
De onde,
r—3 z+3
P(z,t) =20(erf(——) —er , 32
(@6) = 20(erf (2) —erf(2)), (32)
onde erf(z) é definida como,
2 7 o2
erf =— e dt. (33)
7

A solu¢do P(z,t) é encontrada no software Maple
com o comando,

(z —3)
sqrt(8 x t)

(z+3)

plot3d(20 x er f( sqrt(8 x t)

) — 20 % erf( ),

z=—3.3,t=0..20),

resultando no seguinte comportamento grafico,

Figura 1:

2. CONCLUSOES

O método de separagdo de varidveis se aplica per-
feitamente para o caso particular da equagao de dis-
persao de poluentes em meio infinito. Para o pro-
blema mais geral, com a dependéncia convectiva é
necessario a utilizagdo de outros métodos de solugao,
como métodos numéricos para equagoes diferencias

parciais ou ainda métodos analiticos como os co-
nhecidos por LT Py ou LT Sy. Além disto, o software
Maple é muito 1til em situacées como a apresentada
neste problema, tanto para a resolugao das integrais
que aparecem no problema bem como na visualizagao
gréafica da fungao solugao.
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