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Introducao

O estudo das propriedades assintdticas em termoelasticidade inicia no no de 1968, precisamente
com Constantine Dafermos [4]. Nesse trabalho mostrou a estabilidade da solugao do sistema
termoelastico para corpos nao-homogéneos e anisotrépicos. Antes de Dafermos resultados de

existéncia de solugoes fracas ja tinham sido mostradas por J.-L. Lions [8].

Anos mais tarde George Dassios e Manoussos G. Grillakis (1984) [5] mostraram para corpos
homogéneos e isotrépicos que ocupam todo R3, que o deslocamento se pode descompor em duas
partes, uma solenoidal (conserva a energia) e a outra rotacional cuja energia decai com uma
taxa polinomial. Isso implica que a energia decai uniforme para zero quando os dados iniciais

sao rotacionais e a energia se conserva quando os dados inicias sao selenoidais.

O resultado de Dassios e Grillakis foi melhorado por Munoz Rivera [10] para materiais que
ocupam o R", particularmente para o caso de uma dimensao provou que a energia total decai
com uma taxa polinomial. A situacéo é mais complicada quando se considera dominios limitados
ou acotados, por causa das condicoes de contorno. Para esta situagao é importante destacar
o trabalho de Stan Chiritd [3] que mostra para corpos nao homogéneos e anisotropicos que a
energia calorifica decai em média para zero e portanto, o sistema termoeldstico possui as mesmas
propriedades assintéticas que a equacao da onda, isto é, equiparticao da energia, mas nao foram

encontradas taxas para o decaimento.

Estudando a situacao em todo R™, reparamos que nao podemos esperar um decaimento da
energia total do sistema termoelastico, embora para o caso unidimensional este decaimento
é esperado, Munoz Rivera [11] provou que para corpos unidimensionais limitados a energia
decai exponencialmente para zero, o que significa que a dissipacao provocada pela diferenca de
temperaturas é susficiente para que a solucao tenha decaimento exponencial o que nao acontece
no caso de R™ que afeta apenas a componente do deslocamento que é um gradiente (parte

rotacional).
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No traballho de Liu e Zheng [9] observamos uma melhoria e mostra que o decaimento é dado

na pela norma do semigrupo associado ao sistema termoelastico.

Finalmente, esta monografia esta dividida em trés capitulos, no primeiro explanamos os pre-
liminares sobre o que utilizaremos no seguintes. No segundo deduzimos as equagoes do sistema
termoelastico em seus minimos detalhes, concluimos com o terceiro explorando de maneira

simples e didatica os diversos processos que mostram o comportamento assintético.

O autor agradece a comissao da organizacao do XIII ERMAC pela aceitagao e a boa disposi¢ao
para fazer todo o processo de esclarecimento sobre o encaminhamento do material e a logistica

sobre a producao do material impresso.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Derivada Fraca

Seja I =)0, L[ um aberto fixado limitado de R. Por suporte de uma funcao real ¢, continua em
I entende-se como o fecho em I do conjunto de pontos de I onde ¢ nao é nula. Simbolicamente,

tem-se, por definicao,

fecho em 1

supp(p) = {§ € I: p(§) # 0}

Definimos os seguintes conjuntos,

CI)={f:I—R: fécontinuaem I}

={feC(): f tem suporte compacto em I}

(1)
(1)
CHI)={feC): fédiferencidvel e f' € C(I)}
CM(I) ={feCcm(D): f™ec)

(1)

C*(I)=nC"™(I) parameN e C§°(I)=Co(I)NnC>(I)
1.1.1 Nogao de convergéncia em C3°(/)

Diz-se que uma sucessao {p, },>1 converge para ¢ em C5° quando foram satisfeitas as condicoes:
> 0

i) Todas as ¢, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de I

ii) A sucessao {pn}n>1 converge para ¢ uniformente em K, juntamente com suas derivadas

de todas as ordens.

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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O espaco vetorial C§°(I), munido da nocao de convergéncia acima definida, serd representada

por: D(I) =D(0,L).

1.1.2 Fungao Localmente Integravel

Dada uma funcao u : I C R — R dizemos que é localmente integravel em I, quando é integravel

sobre cada compacto de I. Assim podemos definir o conjunto LILOC(I ) cuja apresentacao é:

L () ={u:I—R: /\u(g;)ydx<oo VK C I}
K

O conjunto acima de todas as fungoes reais e localmente integraveis em I munido das operagoes
de soma de fungoes e produto escalar por uma funcao constitui o espaco vetorial das funcoes
localmente integraveis. No ano de 1936, S. L. Sobolev generalizou o conceito de derivada
pontual proposta por Newton (1642-1727) e Leibnitz (1646-1717), para o conceito de derivada
fraca considerando o espago L!_ (I). Precisamente o citado conceito se deve S. L. Sobolev e foi

assim,

1.1.3 Derivada fraca segundo Sobolev

Sejau € LY (I). Entdo u é derivdvel no sentido fraco em I quando existe um v € L} __ tal que:

/ [u(2)¢/ (z)] di = — / p()e@)de ¥ peCE
I

I
a fungao v € LILOC ¢ denominada a derivada fraca de u e v = u/'.
Sem duvida foi importante esta definicdo introduzida por Sobolev, entretanto constatou-se um
inconveniente: existéncia de fungdes de L (I) que ndo possuem derivada fraca em L} _(I).

Este inconveniente vem do fato de se exigir que a derivada seja uma funcao localmente integrével.

Uma nocao mais geral foi introduzida por L. Schwartz em 1945.

1.1.4 Derivada fraca segundo L. Schwartz

Diz-se que f € L?(I) possui derivada fraca se existe v € L?(I) satisfazendo a identidade:

/ [F(@)¢ (@)da] = - / p(@)p(@)] de Vo€ CF°
I

1

onde por notacao v = f’.

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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1.2 Notagoes e terminologias

Consideremos I C R aberto e limitado, L?(I) o espaco de Hilbert real das funcdes quadrado

integréaveis em I com produto interno:

e a norma associada com o produto interno,

fu| = M |u(:13)|2d:13] g

Sejam > 1, inteiro. O espago de Sobolev H™(I) de ordem m > 1 sobre I é definido por indugao,

iniciando com m = 1,

HY(I) = {u e L*(I): 3g € L*(I) tal que /Iucp' = —/Iggp, Ve CSO(I)}
para m > 2

H™I)={f € H"'(I): f' € H"'(I)}.
O espago H™(I) esta dotado da norma:

m
HUH%{m(I) = |U|%2(1) + Z |D]U|%2(1)
j=1
e do produto escalar,

(u, V) grm(ry = (w,v) 21y + Z (Dju,Djfu)Lz(I) onde D’ =0, = Oz,

m
J=1

Por H{"(I) consideremos o fecho das funcoes testes em H™([), isto é:

m H77L(I)
Hy'(I) = D(I)

denotaremos ainda o dual de H{*(I) por H~™(I) = [H*(I)]'.

Identificando o espaco L?(I) a seu dual obtemos que:
D(I) — HE'(I) — L*(I) = (L*(1))" — H~™(I) — D'(I)

sendo que todas as inclusdes sdo continuas e densas. Ver Brezis [2].

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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Teorema 1.1 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I limitado. Entdo existe uma constante
C =C(|I]) tal que:
lull g ry < Cl| 2y ¥ w € Hy(I)

Demonstragao. Para u € H}(I), u(x) = u(x) — u(0) = / v/ (€) d€ entdo,
0

‘M@%:W@)_“m“glﬂ”“W“:{[f%}%{Aﬂwgwaﬁ%
S(L—mé{AhNOV%}%

Elevando ao quadrado e integrando em I temos,
lulr2ry < C (1) 1/l 2y
somando |u'[z2(y) e utilizando a normas equivalentes em H Lo,
el = ulzzcn + 1z e Nl = g + 16/ Bag
Em seguida temos,

lulpzery + |2y < {C(II]) + 1} || 2(p

Jullgay < C (1)) W2y V¥V ue Ho(D)

assim sendo, provamos o que desejavamos. O

Observagao 1: Na demonstracao anterior observa-se que:
lulrzcry < C (1)) 1v/| 2 ny

Existe ainda outra versao da Desigualdade de Poincaré,

Teorema 1.2. Se Q € limitado (pelos menos uma direcio), se w € HY(Q) € tal que w| =10

/]wlzdx §cp/ \Vw|*dz
Q Q

Sew e HYQ) e / w dx =0 entdo:

Q
/|w|2d:n Scp/ |Vwl|?dz.
Q Q

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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Demonstragao. Veja esta demonstragao em Adams [1]. O

Mostraremos uma segunda prova da desigualdade de Poincaré,

L
Teorema 1.3. Dada a funcao w que possui média nula, isto €, / w(y)dy =0, entdo
0

L L
/|M@F®§L/‘@M%x
0 0

Demonstragao. Sejam z e y dois pontos arbitrarios em [0, L], entao,

1
T L 2
/ Opwdx| < VL </ 8xwdx>
y 0

wlw) ~ wly) = [ " Owds,

Y

w(z) —w(y)| =

Por outro lado

integando de 0 até L temos,

L L rz
w(a:)L—/ w(y)dy:/ / Orywdsdy
0 0 Y

L prx
w(a:)L:/ / Orwdsdy.
0 Jy

Aplicando a propriedade da média nula e tomando valor absoluto na identidade anterior temos

L T
w(z)L| < / / Opwldsdy ¥,y €0, L[
0 Jy

L L L
§/ / |0y w|dxdy = L/ |Opw|dx
o Jo 0

1

L 2
< IVL (/ ]Z?waZda:>
0

Quadrando e logo integrando com relacao a x
L L L
/ |w(z)?L? dx < / L*L </ |8xw|2d:r> dz
0 0 0
L L
/|M@PM§L/ﬁ@w%x
0 0

e logo obtemos a desigualdade de Poincaré. O

Neste trabalho utilizaremos os espacos H¢ (1), HY(I), H*(I) e

V =HYI)NnH*(I) = {u € H*(I): u(0) = u(L) = 0}

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 8

Nao confundir com o espaco:

HE(I) = {u € H*: u(0) ='(0) =0; u(L)=1u/(L) =0}
As normas em H'(I) e H%(I) sdo:

||U||%11(1) = |U|2L2(1) + |u’|%2(1) v ue H'(I)

lullFragry = lulfey + [/ [y + 10" oy ¥ we HYI)
A norma em V. Seja V é um subespaco de H?(I) portanto podemos introduzir o produto
interno e a norma de H2(I) em V
Proposicao 1. Seja I C R aberto e limitado. Entao a aplicacao, |- |,: — R onde,

|uly = \U”\Lm)

define em V = H}(I) N H?(I) uma norma equivalente a norma em H?(I).

Demonstragao. Provaremos a existéncia de constantes C, Cy > 0 tais que,

Cilull ey < W'l 2y < Collullgey  YueV

A segunda desigualdade resulta imediatamente, para demonstrar a primeira, temos que para
cada w € L?(I), o lema de Lax-Milgram garante a existéncia de uma funcao u € H}(I), solucio

de problema de autovalores e autovetores,

H& um teorema de regularidade de Agmon-Niremberg, afirmando a existéncia de uma funcao

solucio u € H2(I). Ver Lions [8].

Demonstra-se que Au = —u” é uma aplicacio linear continua e bijetora de Hg(I) N H?(I) em

L?(I), logo do teorema do gréfico fechado, conclui-se que,
Cillull gy < 1u”|p2ry

demonstrando o lema. O

Finalmente o espaco V = H}(I) N H%(I) com produto escalar

(u, vy = / oo () 020 ()

I

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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assim V dotado com esse produto escalar é um espaco de Hilbert. As seguintes definicGes serao

importantes:

Imersao Compacta. Sejam V e H espacos de Hilbert tal que V' C H. Diremos que a imersao
de V em H é compacta se de toda a sucessao {u,} C V, limitada em V', podemos extrair uma

subsucessao que converge na topologia de H.
Notacao: V — H.

Imersao Continua. Sejam E e F espacos vetoriais normados tal que £ C F. Diz-se que F

estd contido em F' com imersao continua se existe C' > 0 tal que
lulp < Cllullg VuekFE

Notacao: F — F.

A seguir introduziremos alguns resultados de compacidade, cuja demosntracao se encontra em

Brezis [2].

Teorema 1.4 (Rellich-Kondrashov). Seja I C R aberto e limitado. Entdo a imersio de H'(I)

em L%(I) é compacta, isto €,
HYI) — L*(I) imersio compacta.

Coroldrio. Seja I C R aberto e limitado. Entdo a imersdo de HE(Q) em L?() é compacta,
isto €,

H}(Q) — L*(Q) imersdo compacta.
Proposicao 2. Seja I C R aberto e limitado. Entdo a imersio de H3(I) N H?(I) em L*(I) é

compacta, isto €,

HX(I)NH?*(I) — L*(I) imersio compacta.

Demonstracao. Temos que HZ(I) N H?(I) N Hi(I) e as normas, lull gr2(ry e |8§u|L2(1) sa0

equivalentes em V = H{ (1) N H2(I).
W |Fary < [ulfeqy + 16 oy + 10" 2y = lullFe

utilizando C1|ul|g2(ry < |82ul12(s) prova-se que lull g1y < Clulo.

Com a notacao anterior temos que,

Hy(D)NH(I) = Hy(I)

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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Pelo corolario anterior e fazendo a composicao com o resultado anterior:
Hi(I)NH*(I) — H}(I) — L*(I) imersio compacta.
assim se prova a proposicao. ]

Proposicao 3. Seja I C R aberto e limitado. Entdo a imersdo de HZ(I) N H?(I) em HY(I) é
compacta, isto €,

HY(I) N H*(I) — H}(I) imersio compacta.

Demonstragao. Seja {u?,},>1 C Hi(I) N H*(I), limitada. Pela equivaléncia de normas,
{u"},>1 é limitado em L?(I), pela Proposicao 2, {u"},>1 é limitado em HZ(I). Utilizando o

Corolario do Teorema 1.4, existe uma subsucessao:

{u}oz1 € {u"}nz1 € Ho(1) N H*(D)
tal que u € L3(I) e

uw’ —u em L*(I).
assim temos que a subsucessdo {u’},>1 é limitada L?(I).
Agora provaremos que {u’},>1 é de Cauchy em H{(I):
0 =y ) < e — gl — e
<Clu’ —ut|p2y — 0 quando  p,v — o0

assim se prova a proposicao. ]

Lema 1.5. Seja E o espaco de Banach, reflexivo e {xp}n>1 C E limitada em E. Entdo eziste

uma subsucessao {xy,}p>1 C {zptn>1 C E, tal que

Ty = fraco em E

Demonstragao. Ver o texto de Brezis [2]. O

Desigualdade de Gagliardo-Niremberg

Lema 1.6 (Prolongamento). Seja I C R aberto e limitado, onde I C R. Dada qualquer funcao

u € C™(I) entao existe U € CJ'(R) tal que U =u em I e:
[Ulwmr®) < Clulwmer

onde C' € uma constante que independe de u.

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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Demonstragao. Também pode ser encontrada no texto de Brezis [2]. O

Lema 1.7. Sejam q e r nimeros no intervalo 1 < q, r < 0o, j e m inteiros quaisquer satis-

fazendo 0 < j <m. Seu e CI"(R),

D7 oy < CID™ulfr gy lul oy

onde

1 1 1 ]
—=j+a<——m>+(1—a)— v ae(iﬂ)
p r q m

Demonstragao. A demostracao completa pode ser consultada no texto de Brezis [2].

Lema 1.8. O espaco C§*(I) € denso em LI(I), 1 < q < 0.

Demonstragao. A demostracao pode ser consultada em Brezis [2]. O

Lema 1.9. Seja I C R aberto e limitado, u € W'P(I) com 1 < p < oo. Entdo existe uma

sucessio {u,} C CS°(R), tal que u € WHP(I),

Un| — U em WP (I).

Demonstracgao. Esta demosntragao serd encontrada no texto de Brezis [2]. O

A seguir o teorema mais importante desta secao.

Teorema 1.10. Seja I C R aberto e limitado, w € W™ (I) N LI(I) e 1 < r, ¢ < co. Para

< a < 1, onde

3~

qualquer inteiro 7, 0 < j < m e para qualquer nimero « no intervalo

% =j+alE-m)+(1- a)% entdo:

’Dju’LP(I) < C‘“’%{/WH ’u‘Lq([

Demonstragio. Seja u € C™(I), usando lema de prolongamento, existe U € CJ*(R) tal que
U=ue

Uwi,o(R) S C|U|Wi,s(1), 0 S 7 S m, 1 S S S 0.
Utilizando o Lema 1.7 para U:

’Dju‘LP(I) < C‘Dmu’%vmr ’u‘Lq([

C’Dmu‘LT(I ’u‘Lq(] < C‘“’W"”(I ’u‘Lq(]

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 12

temos:

‘D‘]U‘Lp < C’Dmu‘wmr(l ]u\Lq(I VYV wuée Cm(f)

Suponhamos que u € W™" N LI(I) pelo Lema 1.8 e Lema 1.9 existe uma sequéncia denotada

por {u;}j>1 C Cg°(R) tal que
uj|lI — u forte em W™'(I)
em particular {u;};>1 N CG(1 I) onde

uj —u em L)

Aplicando & u; — uy, onde h > 7 temos o seguinte resultado:
. . -
|D7ui — D?up|,, (1) < C'lui = up|fyme () [wi = wnl oy

como,

"LLZ' — U‘Wm,r([) — 0 € ’uz — u’Lq(I) — O
entao, ‘Djui — Djuh|Lp(1) <¢g; — 0, quando ¢ — oo, sempre que i, h > N.

Entdo {D’u;};>1 é uma sucessio de Cauchy em LP(I), existe Diu € LP(I) tal que,
Dg — D/u  forte em LP(I)
isto implica a existéncia de uma subsucessao,

D'u, — Du(z) q.s.em I, quando v — 0

Utilizando o lema de Fatou,
/ ‘Djui(x) - Djuh(a:)‘p dr <¢g;
I

temos,

/ | Diu(z) — Dju(x)|p dx < lim/ | Diu(z) — Djuh(a:)‘p dr <¢g;
I I
quando A — 0, com 7 fixo.

Segue-se que:

/!Djui(a;)‘p dx — / ‘Dju(x)v)da: quando i — oo
I I
Escrevendo o Lema 1.7 para u; temos:

‘Dj“i|Lp( <C’uZ’W7”’(I ‘ui‘Lq(I

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
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e das convergéncias fortes segue o resultado. O
Notagao. Denota-se o espago, H = Hi(I) x L?(I) x L?*(I) munido da seguinte norma:
R L L L
V1= [ ocu@Pda+ [ po(o)Pdo+ [ loGa)d
0 0 0
onde V = (u,v,0)T. Com A denotamos o operador de L2(I), definido por,
Aw = —0*w; com domiio D(A) = HJ(I)NH*(I)=V

xT

onde I =]0,L[ e A é um operador autoadjunto e definido possitivo em L?(£2). Denotamos por

B, operador definido por,
Bw = d,w, com domiio D(B) = HA(I)

e outro operador U: D(U) C H — H, onde

0O —-I O
U=—-14 0 aB
0 6B A

com D(U) =V x HY(I)xV = E.

Definimos o operador,
B=—(a—p)*T+U, com D(B)= D)

onde I denota o operador identidade em JH.

Além disso B é um operador dissipativo, isto é, (’BV’, ‘7) < 0 e também cumpre-se,

~

(1=B)7V.V) = |V

Com efeito para, V= (u,v,0)T e utilizando desigualdade de Holder temos:

A~ A~

L L
WUV, V) = (a— B) /0 ()0 (2)dz — /0 02 (2)dx

1 L 1 [r

< E(a - ﬁ)2/0 v (x)dx — 5/0 62 (x)dzx
1 PN 1 [t

< sl 0PIV~ [ s

isto implica,

o 1 ~ 1 [k
(B7.V) < ~5(0 =821V | 10:0)Pds

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 14

daqui prova-se nossa afirmacao. O

Utilizamos as vezes a notacao de derivada parciais da seguinte forma. Seja 6y uma fungao, sua
derivada com respeito a z é 9,0y, a segunda derivada é 920, etc. A seguir desejamos mostrar

que Im[(I — B)] = H e serd mostrado no seguinte Lema.

Lema 1.11. Seja (f1, f2, f3) € H. Entdo existe V= (u,v,0) € E = D(B) satisfazendo,

pu—v = fi
v — 02u + adyf = fo
1 — 0260 + BOv = f3

onde =1+ (a — (5)2.

Demonstragao. Utilizamos o método de aproximacao de Galerkin. Sejam wq,wo, ..., W, €
A1, A2, ..., Ay 08 primeiros m autovetores e autovalores, respectivamente, do operador A. Seja
Vin = [wy,ws, ..., wy] subespaco de dimensao finita gerado pelos m primeiros autovetores,

ponhamos V,, = V,,, x V,, X V,,,. Entao o problema aproximado é dado por,
([I—B]Um,Wj)g{: (F,Wj)f}(, j:1,2,3,...,3m (11)
onde
3Im
U™ =™ o™ 0™ F=(fi.fo )7 U™@) =) cjmWi(a)
j=1

{Wi; i=1,2,...,3m} é uma base de Vi = Vi X Viy X V.

Pelo
1 1 252 1 L 2
BV, V) < —5(04 =B |VI* - 2 ), 0 (x)dx (1.2)
temos que a matriz
(([I - B]Wi7wj)j’f)3mx3m

¢ definida positiva e assim (1.1) tem uma tinica solucao. Multiplicando (1.1) por ¢, e somando

em j =1 até j = m temos que:

([I - B]Um’ Um)f}f = (F’ Um)?f

De (1.2) e anterior identidade existe uma constante C' > 0 tal que:
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U™ l3¢ < C||F 3¢ (1.3)
L
| er@pa < cipiB, (1.4
0
denotando,
u™(x) = Z aimw;(z), o™ (z) = Z bimwi(z), 6" (x)= Z Cimw; ()
i=1 i=1 i=1
temos que o sistema (1.1) é equivalente a:

L L L
,u/o um(x)wj(x)dx—/o vm(:n)wj(x)dx:/o fi(x)wj(x)d (1.5)
L L L
,u/o vm(az)wj(a:)da:—/o u;':fc(x)wj(x)dx—ka/o 07 (x)w;(x)dx
L
= ; fa(z)wj(z)dz (1.6)

L L L
,u/o Hm(x)wj(:n)dzn—/o 0$(x)wj(x)dx—l—ﬁ/o vyt (x)w;(x)dx

L
= /0 f3(x)wj(x)d (1.7)

Multiplicando (1.5), (1.6) e (1.7) por —b;\;, a;j\;j e ¢;j\; respectivamente e somando em j = 1

até j = m, obtemos:

- S )+ / )P = - / " falah (@) (1.8)
- )+ / g )P — a / 0 (@) ()
= — OL fa(x)ull (z)dx (1.9)
v "oy () + / Clom o) Pde - 5 / S e ()
=— OL f3(x)0 (z)dx (1.10)

De (1.3) e (1.8) obtemos a existéncia de C' > 0, satisfazendo,

L
/ [ (x)[2dz < C|F? (1.11)
0

Das expressoes (1.9), (1.10) e (1.11) obtemos a existéncia de C' > 0, tal que:

L L
/ ™ (2) Pz + / 07 (2)|2de < C||F|? (1.12)
0 0
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Utilizando (1.12) resulta que exitem subsucessoes {tu™ },,>1 € {6™ }>1, denotadas de tal maneira

tal que:

u™ =y fracoem V e " —~ 0 fracoem V

Das (1.5), (1.6) e (1.7) e as convergéncias acima temos que u, v e § satisfazem:
[ s [ @@= [ A
uALM@%®Mx—AL%M@%@ww+aAL%ﬂ@%@Mx:ALhmmﬂ@W
MALm@%@mx—ALﬁm@%umx+54L@mmwumx:ALhumﬂ@m

com 1 <7 <m.

Como as combinacdes lineares finitas de autovetores é densa em L?(I), entdo conclui-se obtendo

o requerido pelo Lema. O

Observagao 2: Definimos por comodidade os conjuntos E e F', sendo
E=DW) =V x Hi(I)xV = HY{I)n H*(I) x HY}(I) N H?*(I)
equipado com o sequinte produto interno e a norma

U = U115 + WU 5

respectivamente.

Definimos o conjunto F' da sequinte maneira,

F=DU* ={U e DW): UU € D(U)}

= {(v0,v1,0) € E: v1 € V; d2v9 — adypo € Hy(I); 020 — BOyv1 € V'}

Lema 1.12. Sejam E e F definidos como na observacdo acima. Entdo temos que F é denso

em F.

Demonstracao. Seja G = (g1, g2,93) € E tal que:
(G,ﬁ)D(u) =0, Vi e F (1.13)

entao teremos que mostrar que G =0 em F.
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Com efeito usando o Lema 1.11, existe ¥¢ = (vg, v1,¢o) € E tal que satisfazem,

HUo — V1 = 01
pvr — 02vg + adspo = go

ppo — 020 + Bdyv1 = g3

e das expressoes anteriores temos:

v =—g1+puvg €V (1.14)
%vy — adppo = —ga + vy € HY(I) (1.15)
D20 — B0,v1 = —g3 + ppo €V (1.16)

Do sistema (1.14), (1.15), (1.16) e definicao de F,

Yo = (vo,v1,¢0) € F

Escrevendo o anterior em termos dos operador B = ul —U
By =G
utilizando (1.13) temos:

0 = (B, 90) py = (Bdlo, Do) + (UBWg, Ug) 3¢ (1.17)

Como B é um operador dissipativo podemos minorar os somandos anteriores:

(Bdo, Yo)ac > [9oll3
(UBDg, Ud)gc = (U(pdy — Udy), Uty )9
(,uu790 — U(Uﬁo), Uﬁo)}( = (@Uﬁlo, u790)}( Z HUﬁQH%{

substituindo em (1.17) temos,
0> |190]l2c + Wl = Yo=0 = G=0 em E

obtemos o resultado desejado. O
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Capitulo 2

Termoelasticidade Linear

A termoelasticidade é uma teoria que estuda o efeito do campo de temperatura sobre o campo
de tensao e o efeito associado do campo de tensdo sobre as condicoes térmicas num solido
elastico. Restringiremos nossa atencao a sélidos perfeitamente elasticos submetidos a pequenas
deformacoes e flutuagoes infinitesimais de temperatura. Estas suposi¢oes sdo suficientes para

justificar a deducao termodinamica da nossa equacao de estado de um sélido elastico.

As equagoes da termoelasticidade resultantes s@o lineares se a variacao de algumas quantidades
mecanicas e térmicas com a temperatura podem ser desprezadas. Observa-se que a deformacao
de um sélido perfeitamente eldstico é um processo reversivel, a difusao de calor acontece de
forma irreversivel de maneira que a deducao das equactes de campo terd que ser baseada na

teoria de processos irreversiveis.

O desenvolvimento de uma teoria termodinamica irreversivel fornece as ferramentas necessarias
para estabelecer uma teoria prépria da termoelasticidade. Assumiremos que as constantes
eldsticas independem do tempo. Em geral em termoelasticidade as constantes elasticas depen-

dem da posi¢ao do ponto x no corpo.

Quando as constantes eldsticas nao dependem da posicao do ponto z, o corpo é chamado
homogéneo. Quando as constantes eldsticas mudam de um ponto & outro, o corpo é dito nao-

homogéneo.

Entendemos por elasticidade a capacidade do corpo para restabelecer sua configuracao original
depois que as forgas que causam a deformagao sejam retiradas. Mais precisamente, elasticidade
é um estado do meio continuo que é caracterizado pela relagao um a um entre as componentes

de tensao e deformacao, sendo que uma deformacao nula corresponde a uma tensao nula.
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As componentes de tensoes, deformagoes e constantes eldsticas, relacionadas por meio da lei de

Hooke, dependem da orientagao dos eixos.

Um corpo é chamado isotrépico, se suas constantes elasticas nao dependem da orientagao dos
eixos coordenados, ou em outras palavras, se as propriedades eldsticas do corpo sao as mesmas

em todas as direcoes. Quando o corpo nao é isotrépico é chamado de anisotrépico.

Neste trabalho a entropia é dada por uma expressao com caracteristicas mecanicas e térmicas

do corpo, isto é, por intermédio das componentes da deformacao e da temperatura.

No presente trabalho faremos as seguintes hipoteses:

i) Existe um estado no qual todas as componentes de deformagao, tensao e gradiente de

temperatura do solido anulam-se identicamente.

ii) O solido é isotrépico. Essa hipdtese nao é essencial, apenas simplifica as equagoes.

As varidveis a serem usadas sao:

T =T(x,t), temperatura absoluta do corpo;
u =(u1,u2,us3), campo de deslocamento, com componentes u; = u;(z,t);
x =(x1, 9, x3), varidvel espacial;
V =(V1,V2,V3), campo de velocidade com componentes V; = V(z,t);
eij =€ij(x,t), componentes do tensor deformacao;
oij =0;;(x,t) componentes do tensor tensao e

p =p(x,t) densidade da massa do corpo.

2.1 Equacoes da Termoelasticidade.

Caracterizaremos as equacoes béasicas da termoelasticidade. Consideremos um sélido perfeita-

mente eldstico, inicialmente ndo deformado, sem tensao e com tempertatura uniforme 7.

Quando um sdélido é deformado por meios mecanicos ou térmicos aparecem o campo de deslo-
camento u e o campo de temperatura nao uniforme 7. Estas mudancas implicam na criacao de
um campo de velocidade V e uma distribuicao de tensao e deformagao descritas pelos tensores

0;j e €;; respectivamente (7,7 = 1,2, 3).
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Seguindo a tal deformagao do estado de equilibrio, a energia é transferida de uma parte do sélido
para outro por deformacao elastica e por conducao de calor entao, a teoria termodinamica de
processos irreversiveis serve para deduzir as equacoOes diferenciais parciais que gorvernam este

fenomeno. Esta teoria é baseada em trés leis de conservacao e na segunda lei da termodinamica.

A conservacgao da massa é expressa pela equacao:

Dp, 0V _

2 _ 2.1
Dt +p8:17j 0 ( )
onde
D 0 0
ot ot Vo,

D
é um operador de diferenciacao total, onde F{ é conhecida com a derivada material da funcao

f ao longo da trajetéria (t,z(t)) e é obtida a partir da seguinte motivacao,

d — —dx — dx —
af(t,x(t))zatf +8xfE=8tf +Vf'E=8tf +Vf-v

onde v é a velocidade. Quando f = K constante, entao temos um fluido de Pousiville, logo a
Df
Dt

A conservacao do movimento é expressa por trés equacoes:

derivada material se anula, =0.

DV; ij
P V:pXi+aU]7
E?xj

Dt (Z = 17273) (2.2)

onde (X7, X2,X3) sdo as componentes das forgas aplicadas em X no corpo por unidade de

massa.

Aqui utilizamos a convencao de somatério quando temos indices repetidos, como por exemplo,

o produto escalar de dois vetores A e B é:

3
A-B=A;B; =Y AB;=A1By + AyBy + Asbs

i=1

e o traco do tensor tensao, tr{o;;|, primeiro invariante, é,

trloij] = o11 + 022 + 033.

A conservacgao da energia é expressa pela equagao,

D 1 o Ry 8(‘/10'”) 817]
P D <U+2VM> =pX; Vi + D o, +Q (2.3)
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onde U é a energia interna especifica (por unidade de volume), @ é a razao com que o calor é
gerado (por unidade de volume) por fontes internas ou externas e F' = (F, Fy, F3) o vetor fluxo

de calor. Finalmente temos:

A segunda lei da Termodinamica é expressa pela equacao:

DU DS De;;
= T .. J 2.4
P =PIy Tou Ty (2.4)

onde S é a entropia especifica do sistema.

O ponto de partida para a deducao das equagoes diferenciais parciais que governam o movimento

de um sélido eldstico conduzindo calor sao as equagoes descritas por (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4).

2.2 Equacoes da Teoria Linear

No caso linear os desvios do equilibrio mecéanico e térmico sao ambos pequenas, de maneira que
o maximo deslocamento é bem menor do que a amplitude efetiva da onda de perturbacao e
outra exigéncia é:

max [T — T,| < T, (2.5)

Isto é, o max |T' — T,| é uma pequena fracdo da temperatura de referéncia Tp,.

Sob estas exigéncias os produtos dos desvios de todas as quantidades fisicas do estado de re-
feréncia e suas derivadas espaciais podem ser consistentemente desprezadas. De maneira que o

tensor de deformagao infinitesimal é dado por
1 aul 8Uj
oz 2.6
6” 2 <al‘] + 8:17@) ( )

D
Também, o operador diferencial total Di pode ser substituido pelo operador simples o pois

segundo (2.1) neste caso a velocidade V; pode ser desprezada.

Supoe-se que cada constante eldstica e térmica nesta teoria linear ndo depende das varidveis de
estado (deformagao e temperatura). Assim as nossas equagoes diferenciais parciais tornam-se

lineares.

Nesta aproximagao a equagao (2.1) reduz-se a:

10p 8_19_

~9 0
ot tar
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. ~ Uy . ~
onde ¥ é a dilatacdo e denota-se ¥ = — = g;; e cuja solucio &,

Ox;

p=poe’

Com pg denotando a densidade inicial uniforme do sélido. Como a dilatacdo, ¥, é pequena

vemos que,

p= ,00(1 - 19) (27)

A equagao (2.2) reduz-se a forma familiar:

Também as equagoes da energia e entropia:

p% <U + %Vf) = pXiVi + a%(viaij) - %Fj +Q
paa—g = pTaa—f + Uz’j% (2.8)
Multiplicando (2.2) pela velocidade V; e fazendo a diferenga com (2.3) obtemos:
Paa—(i ZUij%—%-FQ’
utilizando a simetria do tensor tensao, isto €,
o 2= L (24 2 _
’ Ox; 2 K Ox;  Ox; oot
entao
(s it - (2.9
Colocando (2.4) no caso linear e substituindo em (2.9) temos:
% _gi 1 Q (2.10)
ou na forma alternativa,

A relagao (2.10) tem a forma da equacao de balanco de entropia do sistema. Isto nos diz que a

mudanca de entropia é devido a divergéncia negativa de um fluxo, o fluxo de entropia, denotado

F.
por F. = _TJ somada a uma fonte de entropia denotada:
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F; 0T
- _J 2.12
o(8) = -5 (2.12)
Esta fonte de entropia pode ser escrita como,
o(S) = F;X; (2.13)

onde os fluxos Fj sao dados em termos das forgas termodinamicas X; pelas equacoes fenomeno-
logicas,

Fj = LX; (2.14)

os coeficientes L;; satisfazem as relacoes ONSAGER, ver Kupradze [14], isto ¢,
Lij = Lj;

Comparando estes resultados de (2.12) até (2.14)

1 oT
X, = ——
J T2 al‘j
entao
_ _Lyor
7 T2 83;]-

onde L;; ¢ uma constante. A expressao anterior é chamada lei de Fourier.

Noés estamos interessados nos meior isotrépicos entao,

oT
F; = —k— 2.15
J 8517)’ ( )
onde k é a condutividade térmica.
Substituindo (2.15) em (2.10) obtemos,
oS o*T
T— =k— . 2.16

2.3 Relagoes Termodinamicas

Nesta secao faremos a dedugao das relagoes que determinam as componentes de tensao o;; e a

entropia S como fungdes do deslocamento, u; e a temperatura 7.

A equagao de estado de um sdlido relaciona os elementos o055, €;; ¢ T'. Tal relacao nao pode ser

deduzia por meios termodinamicos, a menos que utilizemos alguma hipotese adicional.
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Nossas restrigoes sobre o corpo sao suficientes para que a deducao termodinamica da equacao

de estado seja possivel.

Como o corpo é perfeitamente eldstico e a tensao depende unicamente das varidveis de estado

g;j € T', nao de suas derivadas com respeito ao tempo.

A fungao termodindmica associada com estas varidveis é a energia livre de HELMHOLTZ:
F(Eij, T) = U(Eij, T) — TS(EZ']', T). (2.17)
As funcoes U, F' e S sao funcoes de estado, isto é, seus incrementos perante a mudanca do

estado do corpo eldstico sao totalmente diferenciaveis. Estas fungoes sao chamadas também de

poténciais termodinamicos.

No que segue deduziremos as relacoes termodinamicas. Escrevendo na sua forma diferencial a

equacgao de entropia (2.8), temos:

de — ,OTdS = O'ijdgij (218)

Vemos que (2.17) é equivalente a:
Oij
dF = —SdT+ I dEij
p

De nossa relacao diferencial:

oF oF
dF = —deg;; + — dT
aEij “ij + oT
deduzimos imediatamente,

oF

Oij = p% (2.19)
OF

= —— 2.2
5= a7 (2:20)

Desenvolvendo a funcao energia livre em série de Taylor no entorno de (0,7, ), em duas varidveis

€is OF(0,T, €ii €
F(EipT)—F(U,To):?]Aij‘F(T—To) (OT )+ ;pleijkl

1 0’°F(0,T,) = &

(T -T,) —— = 4 Z9(T —T)Cii + ...

3T = TP+ ST = T)Cy

Utilizando (2.19) mostraremos que a equacao que relaciona o;j, ;5 ¢ T' é da forma:

0ij = Aij + Bijiker, + Cii (T —To) + ... .,
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onde,
OF(0,Ty)

o 0?F(0,T,)
1] — P 5&;’ )

0?F(0,T,)
ijkl = P “a. ar
86,’j8€k1

A
aaij(‘)T

B , Cij=p

Por hipétese temos que o;; = 0 quando €;; = 0 e T = T}, entao:

OZAij—l-BijklO—l-CijO—i-...:>A,'j20

Além disso, podemos desprezar produtos de deformacoes e derivadas com respeito a temperatura
das quantidades B;ji; e C;; assim os demais termos das série de Taylor sao nulos, usando
propriedades de isotropia, o nimero de elementos independentes do tensor de quarta ordem

B reduz-se a dois, também Cj; = (A +2/3u) ady;.

Um tensor isotrépico de quarta ordem tem a representacao:
Bijri = N0ijOrs + 21051051,

onde A, i sao constantes de Lamé, isto é,

)\_—En e —7E
(T4 —2n) =50+

Logo a equacao de estado do sélido sob consideracao é descrita por,

E En Ea

— i + € 5_
T 7 W) —2n) ™ 30 —2n)

044 (T — To)éij (2.21)

onde E e n sao modulo de Young e razao de Poisson respectivamente, e o coeficiente de expansao

térmica de volume é:
B aekk
o7

Da equagao (2.18) temos,

1 Oii
dS = —dU — —2Lde;;
S TU T Eij

Utilizando as relacoes diferenciais:

ou ou

AU =5 dT + 5o —dei (2.22)
ds :g—;dT + gjj (2.23)

temos,
ds = %g—ng + {%STU] - Z—%} dey; (2.24)
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Comparando (2.22) e (2.24) tem-se,

o8 oU
= (2.25)
85_18U_% (2.26)

662']' N T@eij pT

O lado esquerdo de (2.25) é o calor especifico e constante de deformagao que denotamos por

Cy, isto é,
ou oS

(2.27)

Da equacao (2.17) temos,

OF  9U TS
86,']' N 86,']' B aé‘ij ’
OF U _ .08
or or oT

S.

Fazendo uso das relagoes (2.25) e (2.26) vemos que as identidades anteriores sao equivalentes a,

8F o Oij 8F o

= — — =-S5
Oeij P ¢ orT
De (2.7) temos:
dp
T = 0.
Das dltimas duas relacoes obtemos:
85 1 80’2']'
=—= 2.28
aEij P or”’ ( )
e das ultimas equagoes (2.26) e (2.28)
ij 1T 0oij
U _ i _T00i (2.29)
662']' P P oT
sendo a densidade p constante e pela equagao (2.7) a deformacao(dilatagao) é constante.
Substituindo (2.21) em (2.28) e (2.29) obtemos,
oS Eo
= 0ij 2.30
deij 31 —2n)" (2:30)
ou 1 [ En E EaT, ]
— = | =i + gij + 0ij 2.31
5o o LTEm0 20 0 W™ T 32 (230

Substituindo (2.28) e (2.31) na férmula diferencial (2.22) e utilizando o fato, ex, = €;;0;; quando
1=k = 7, entao:

1| FE En EaTy
dU = — [—a-dei» + ———————cpdepy +
p Y (41— 2n) 3(1 - 2n)

d CodT
T+ 5kk:|+ 0
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Trata-se de uma diferencial exata que integrando resulta:

Fo

1
Ulei;, T) — U0, Tp) = —01j65; + —r—
(ej ) ( 0) 0J€]+3p(1_2?,,)

2 (T = T,)0 + Co(T — Tp) (2.32)

Na relacao anterior Cy(T — T,) é o termo que representa o contetido de calor por unidade de

massa, o termo o;;€;;/(2p) é a energia de deformacao por unidade de volume do corpo, o termo,

Fa
3p(1 = 2n)

é consequéncia da interacao da deformacao elastica e a difusdo térmica.

(T - To)a

De maneira semelhante de (2.27) e (2.30) temos

Ea aT

Integrando a diferencial exata exterior, obtemos;

Fa

S(eij, T) — S(0,T,) = 3p(1— 21)

err + Coln <%> (2.33)

Nota-se que mudancas elasticas sao processos reversiveis e nao geram mudancas de entropia.

O termo CypIn(T'/T,) é a mudanca de entropia devido a condugao de calor somente e o termo,

Fao
3(1—2n)’

resulta de um acoplamento de mudancas térmicas e elasticas.

2.4 Equacoes do Deslocamento e Temperatura

Nesta secao nés encontraremos as equacoes diferenciais parciais lineares para o fenomeno ter-

moeléstico.

Da equagao (2.33) temos

Eo Cy
8t5 = maﬂg + ?8tT
Substituindo na equacao (2.16) tem-se:
EaT

Fazendo uso de (2.5) substituimos 70y por T,0;1 entao a expressao anterior fica

or EaT,
ng— + a E?t
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Em seguida substituindo (2.21) em (2.2) obtemos:

En 0 E  0Oej Ea 0T

(L4 n)(1 —2n) Ox; * 1+n0x; 3(1—2n) 0w + pXi = pd; u; (2.35)

Estas equagoes podem ser escritas na notagao vetorial. Seja u = (uq,ug,us), entao:

aEij 1 v .
= — = d
8:Ej 2 al‘l Vdivu

[Au+ Vdivu],

De maneira que as equagoes (2.34) e (2.35) tomam as seguintes formas,

E E Ea

— _Au+ Vdivu — ———VT + pX = pdtu
20+ 20T+ )T - 2n) 32 TP
FEaoT,
T+ —"92 ) = kAT
pCy0, +3(1—277) Ordivu =k +Q

Nosso interesse é obter as equagoes em dimensao um (n = 1), entdo as equagoes unidimensionais

sao:
EdT, 2
Fo
2u— pX = 2 — T 2.
pO U — p 2(14‘77)8:0“ 3(1—277)8 (2.37)

Escrevendo 6 = T — T, e tomando sdlidos livres de forcas e fontes externas de calor, isto é,

X =0e @ =0 entao (2.36) e (2.37) ficam

Fa
O — H? 9,0 =0
PO a3 —an) :
FEoT.
Cydi — k0?0 + ——2 9% u =0
pet T +3(1—7]) xtu 9

Mudando convenientemente a escala de x e t, e usando o fato de que todas as constantes
que aparecem sao estritamente positivas, elas nao mudam a natureza das equacoes diferenciais

parciais resultantes, entao podemos escrever o sistema de equagoes do seguinte modo:

Ou — 2u+ adf =0

00 — 020 + O} u=0

onde « e 8 sdo constantes.

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 29

Capitulo 3

Sistemas Termoelasticos

Consideramos as classicas equagoes termoelasticas homogéneas com coeficientes constantes,

O*u— 0*u+ad,§ =0 em ]0,L[x]0,00] (3.1)

00 — 020 + 0> ,u=0 em ]0,L[x]0,o0] (3.2)
com condicoes de Fronteira tipo Dirichlet-Newmann, importantes no decaimento,
u(0,t) = u(L,t) =0, 0,0(0,t) = 0,0(L,t) =0, t>0
e sao mais simples de manipular que as condicoes de Dirichlet. Condigoes de iniciais,
u(x,0) = up;  Opu(x,0) =uy; 6(x,0) =0, 0<z<L

onde u,, u1 € 0, sdo fungoes conhecidas.

Condicao de normalizacao: A integral a seguir,
L
/ Oo(x)dx = 0.
0

Caso contrario, se os dados inicias fossem u, = u; = 0, 6, = 1, entao a solugao (u,6) = (0,1), é
uma solugao que nao decai.

Observagao 3: Em caso de ter dados na fronteira para u de tipo Dirichlet nulos, podemos

derivar com relagcdo a t, para obter

&gu(O, t) =0= at’LL(L, t).
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3.1 Decaimento Exponencial.

Considere a energia do sistema dada pela seguinte relagao,

1 t
E(t) = 5/0 [|8tu|2 + |0 ul* + %|0|2 de; >0 (3.3)

Nosso objetivo para mostrar o decaimento exponencial serd construir um funcional L(t) que
satisfaga as seguintes condigoes,

D) cB() < L(t) < c1B() i) %L(t) < L)

Para implementar o nosso objetivo dentre dos vérios procedimentos, multiplicamos a equacao

(3.1) por dyu e a equagao (3.2) por %9 e somando ambas depois de integrar e utilizando a
energia (3.3) teremos,
d a (L a [T a [T
—E({t)=—= [ [0:0Pde=—— [ |0.0%dx — = [ [0.0dx
GE0 =5 | o0par= 5 | Cosepar— 2 [ o0
o L L
<2 \8x6]2da:—02/ 10%dz (3.4)
26 Jo 0

onde temos utilizado a desigualdade de Poincaré, a constante c, contém as outras constantes

a, 2f ec,.

O seguinte processo serd multiplicar a equagao (3.1) pelo deslocamento u,
L L L
/ udPudr — / ududz + a/ u0z0dx =0
0 0 0

d L L L L
—/ uOpudr — / |Oul>dx —I—/ |0y ul?dx + a/ u0,0dx = 0
dt Jo 0 0 0

integrando por partes e usnaso a desigualde de Poincaré,

d L L L L
—/ udyu dx = / |Oyul?dx — / |0pu|*da + a/ 00, udx
dt Jo 0 0 0

L 1 (L o2 [
< / Oyuldz — - / 02z + / 10%|dz (3.5)
0 2 Jo 2 Jo
2 b2
a ultima desigualdade é obtida pelo fato que ab < > + 5

A preocupagao agora é reparar a construgao da energia no lado direito da soma das desigualdades

(3.4) e (3.5), isto é,

d L o L ) ca Lo
- < _ _ _ =
g {E(t) —|—E/0 u@tudaj} < Qﬁ/o |0,0)"dx <62 5 )/0 |0)°dx

c L L
——/ |8mu|2d:1:+6/ 1Oyul2dz (3.6)
2 Jo 0
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onde ¢ deve ser escolhido suficientemente pequeno.

Na desigualdade anterior aparece um somando estranho, o primeiro, envolvendo a derivada
parcial de € com relagcdao a varidvel espacial. Para contornar este termo, devemos integrar a

(3.2), de 0 até x para obter,

/éW@—/ﬁ%&k+ﬂ/éﬁu®:&
0 0 0

Usando-se o teorema fundamental do calculo,

/)&Ms—&ﬁ+ﬁ&u:0 (3.7)
0

Multiplicando a equagcao (3.7) por dyu e integrando de 0 até L:

L © L L
/ </ 8t9> Oyudr — / 0,00, udx + ﬁ/ ](“?tu\zda: =0
0 0 0 0
Ly @ L L
/ — </ 9) Orudx = / 0,00, udx — ﬁ/ |8tu|2dx
o dt \Jo

wm%x——/ 1Oyu|2dz

Logo,

1
_Qﬁ
%{/OL (/0x9>8tud$}—/0L (/0x9>82ud1‘<—/ |0x 9|2d$—§/ |5tu| dr  (3.8)

Por outro lado, o segundo somando do lado esquerdo da desigualdade anterior, serd substuido

por outra identidade, fazendo uso da equagao (3.1) da seguinte maneira,

I:/OL</:9>8[8U—049] / 0(0yu — of)dx

:a/ \9[2da:—/ 00 udz, (3.9)
0 0

substituindo (3.9) no lado esquerdo da desigualdade (3.8) obtemos,

d L/ rx L L
— {/ </ 9) (%udm} < a/ \9[2dx —/ 00, udx

26 \(%u] dx.

No resultado parcial temos a aparicao de outro somando extranho, o segundo do lado direito,

para contornar isto fazemos a seguinte estimativa,

L L
00, udx S/ 'z
/ 7
<-—/|mdx+ / 0,2 da
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Assim, para recuperar a energia do sistema no lado direito com sinal negativo devemos considerar

as constante, § que nao depende de ¢ e definir o seguinte funcional,

L L x
Lt)=Et)+e¢ / udyudx + 6 / </ 0ds> Orudx
0 0 0

repare a colocacao estratégica das constantes a serem escolhidas posteriormente.

Calculando a variagdo do operador anterior com relagdo ao tempo,

d o ) L 9 o’ ad 6 Lo
- < — - — - -
dtL(t) < <2ﬁ Qﬁ> /0 |0,0|*dx <02 5 5 25) /0 |0)°dx

e &\ (Lo, 36 L 2
_<§_§>/0 EX d:p—<7—€>/0 |0,u|?dx

O escolha da constante d nao foi suficiente, portanto é necessario outra constante que afete a

energia. Fazemos isso multiplicando a equagao (3.4) pela constante N > 0 para obter

N

L 2 L 2
- 0|“dx — coN f|-d
o =35 J, |0.0|°dx — co /0 |0|“dx

Com a manipulagao anterior a variacdo do funcional L£(¢) toma uma nova forma, restrindo as

constantes como segue, § < 1, tomando ¢ << § < 1 teremos,

d aN ¢ Lo, ?c ad S\ B [fa
— < — - — - - — —
dtL(t) - <26 2ﬂ>/0 16:"dz <CQN 2 2 25) a/o 5’9‘ d

e oe\ [E. ., 36 L2
5ot () [

Novamente, tomando ¢ << d < 1 e N bem grande, existe uma constante k, tal que:

d 1 [t 9 9 Qo
—L(t) < —ko= |Owu|® + |0pul” + =10]° | de = —k,E(t) (3.10)
dt 2 Jo g

onde
1 [t 2 2, @2
E(t) =5 |Opul” + |Opul” + 2 [0]7 | dz,
2 Jo B
e a constante k, ¢ de um valor minimo.

Por outro lado, existe duas constantes ¢, e ¢; tal que

cB(t) < L(t) < e1E(t) (3.11)

Da relagao (3.11) e da desigualdade (3.10) temos,

d ko
—L(t) < ——L(t
ZL0 < =228 ()
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cuja solugao é dada por,

Finalmente,

obtemos o que desejamos. O

A seguir mostramos como o método de separacao de varidaveis pode servir para mostrar o

decaimento.
Decaimento Utilizando o Método de Fourier

Uma funcio w € L?(0, L) pode ser escrita como uma série trigonométrica, da seguinte forma

w(z) = Zan sen (nLﬂ)

n>1

onde o coeficiente é

2 [F nwT
ap = z/o w(z) sen <T) dz

e a convergéncia da série esta dada no espaco L%(0, L).

Aplicamos o método de Fourier ao seguinte sistema termoeldstico cldssico homogéneo com coe-

ficientes constantes e condicGes de fronteira Dirichlet-Neumann

Otu—Pu+ad,0 =0 em )0, L[x]0,00] (3.12)
40 — 0,0 + BO2u =0 em )0, L[x]0,00] (3.13)
u(0,t) = u(L,t) =0, 0.:0(0,t) = 9,0(L,t) =0 (3.14)
u(z,0) = up(x), Ou(x,0) =wuy, 6(z,0)=70,. (3.15)
Utilizando a separacao de variaveis, temos as solucoes fundamentais,
nwT nm
Un(x,t) = gn(t)sen <T> , Op(z,t) = hy(t)cos <f$> .
Por pelo principio de superposicao,
“ nwx “ nwx
U (x,t) = Zgn(t) sen <T> , Op(z,t) = Z han(t) cos <T> . (3.16)
n=1 n=1
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As séries de Fourier de u e 6 observando-se a convergéncia uniforme possuem essa forma, pelas

condigoes de fronteira dadas em (3.14)

t) = Zgn(t) sen (n_zx) , Oz, t) = Z hy(t) cos (n_zx) .

n=1 n=1

Substituindo no sistema (3.12) e (3.13), as expressoes dadas em (3.16),

Zg sen <n7r:r> + Z (%)2 gn(t) sen (n_zx) - az %hn(t) sen (nLﬂ) =0 (3.17)
1 n>1

nz

Z h! cos (T) + Z <n%>2 hin,(t) cos <$> + ﬁz n%g;(t) Ccos <$> =0. (3.18)
n>1 n>1

n>1

Aplicando as relacoes de ortogonalidade, com ajuda do delta de Kronecker dg,,,

L L
krx mnT L kmx mnx L
/0 sen <T> sen < 7 ) dr = §5kma /0 cos < T ) cos ( 17 > dr = §5km7

apds multiplicar por cos(Agz) e sen(Ayz) as relagoes (3.17) e (3.18), a seguir integrando de 0

até L obtemos as equagoes espectrais,

In(t) + Angn(t) — adnhn(t) = 0 (3.19)
RL(E) + A2 Ry (t) + BAngl(t) =0 (3.20)
daqui para frente fazemos A\, = nfﬂ

Das condigoes iniciais,

u(z,0) = up(x Zgn ) sen <T$>, Oyu(z,0) = uy (x Zgn ) sen <mr:p)

n>1 n>1

0(x, Zh cos< x)

n>1

onde os coeficientes possuem as seguintes formas,

gn(0) = %/OL uo(x) sen <?) dz, gh(0) = %/OL up(z) sen (nLﬂ) dz (3.21)
hn(0) = %/OL 0,(x) cos (n_zx) dx (3.22)

E, portanto, o sistema de equacoes diferenciais (3.19) e (3.20) junto com dados iniciais (3.21) e

(3.22), isto é, o problema de valor inicial, (3.19)-(3.22), possui solugao tunica dada por (gn, hy).

A seguir aplicaremos métodos para mostrar o decaimento da energia das solugoes obtidas ante-

riormente.
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Método de Decaimento

Mostramos que h,, e g, decaem exponencialmente com taxas que nao dependem de n. Multi-
plicando a equagao (3.19) por g/, (t) e a equagao (3.20) por hy,(¢):

1d

gdt {gn + )‘2 ( ) } - aAnhn(t)g;L(t) =0

2 dt {h )2} 4 ARh2(t) + BAnhn(t)g,,(t) = 0

Multiplicando a tltima equagao por /3 e somando membro a menbro obtemos

d

ZEn(t) = — 2R3 (3.23)

g

onde

B = 5 {02 + Mg+ 5120 |

Nosso objetivo é chegar a uma desigualdade da forma:

—f (t) = —cf(t).
onde f(t) é um funcional a ser determinado.

Multiplicando a equagao (3.19) por g,(t):
In()gn(t) + Xagn(t) — adnhn(t)gn(t) = 0

e substituindo o primeiro somando por uma diferenga, teremos
d,,
T 19n(0)gn(0)} — gu(t )2+ Xogn (1) — aXnhin(t)gn(t) = 0.

Logo, aplicando uma desigualdade conhecida, temos,

GG} = (0 = Xga(t + ahahn ()90 (1)

1 1
< gu(1)? = SAnga(®) + 5o ho(®) (3.24)

Apés multiplicar a relagdo (3.23) pela constante N e o resultado somado a relacdo anterior

(3.24) temos,

OB+ 000} < - { TN - S bz - NRO 0% 6)

Multiplicando (3.20) por g/, (t), entao,

Ry ()95 (1) + Xohn (8)g, (1) + BAngy, (8)? = 0
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a
di

{hn(£)gn ()} = hu(£)gy () = Xoha ()90, (8) = BAngy ()

substituindo g/!(t) na relagao anterior

%{hn(t)gé(t)} = B (O){=Nagn(t) + aXnhn(t)} = Nha ()9, (8) — BAngn (t)°

= _Agzgn(t)hn(t) - )‘%hn(t)giz(t) + O‘/\nh%(t) - ﬁAng;L(t)z'

A seguir dividimos por A,,

S (0G0} = Mg (O (6) = Mg (OWha®) + k(1) — g, (1)
< Mg ®n(t) + (5508 + 0 ) W20 - Sane

Multiplicando a constante 4/ a relacao anterior e somando o resultado com a equagao (3.25),

temos
d , 4 , aN 5, o 2)2 4o ,
G NE0 + 0,000+ Somod 0} < - (T- 5 -2 - ) i
A2 4
- 7”9721(?5) - g;(t)2 - EAngn(t)hn(t)

Considere o seguinte funcional

L0n(t) = NE(t) + gn(t)gh(t) + %hn@)g;(t).

Tomando N suficientemente grande, temos,

d 1
SLnlt) < —(koX — BRA(E) — TA202(0) — (1)

Por outro lado sabemos que

i ()2 ()

serve para estimar o coeficinte do primeiro termo

ko2 — k1 > koM — k1, ko >0
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e com isso, conseguimos recuperar a energia F, com sinal oposto e uma a constante ~ definida

como minima

d

aﬁ’n(t) < —VE,()

Também sabemos que existem duas constantes ¢, e ¢; tal que
CoBn(t) < Ly (t) < a1 En(t), (3.26)

isto se justifica pela forma como estao definidos os operadores.

Isso nos permite ter uma inequagao diferencial na variavel temporal

d o
— L (t) < —LL,(t
o (t) < o (t)

e cuja solucao satisfaz outra inequacao,

isto é,

Bult) = 5 {0 + Xgn(0? + 5100} < L0073

Tomando somatdrio e utilizando a identidade de Parseval,

E(t) = 1/L [|6tu|2 +|0pul? + 9|9|2} dr < e a' ST E,(0)
0 X ﬂ = n

2 c
° n>1

e com isso obtemos o que afirmamos. O

Observagao 4: O mesmo raciocinio pode utilizado na sequinte sistema,

L
OFu — <1 + / ]E?xu\2da:> O*u+ adf =0
0

00 — 920 + BO2%u = 0

com dados pequenos, no sentido de uma norma.

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 38

3.2 Meétodo das Raizes Caracteristicas

As condigoes de contorno deste problema permitem utilizar o método das raizes caracteristicas,
que consiste em eliminar uma das incégnitas do sistema. Em alguns calculos eliminamos os

indices por comodidade, neste contexto, teremos,

g"(t) + N2g(t) — ah(t) =0 (3.27)

B (t) + A2h(t) + BAG (t) = 0 (3.28)

Da equagao (3.27) obtemos a relagao

h(t) = = [9" () + V(1)

Nosso objetivo é encontrar solugoes exatas, para isso acontecer substituimos h(t) na equagao

(3.28),

2
L0+ V()] + 2 [0+ Wg(0)] + 53 (1) = 0

9" (1) + Xg'(t) + Xg" (1) + Ng(t) + aBXg/(t) = 0,
obtemos assim uma equacao diferencial de terceira ordem em g,
g" () + X" (t) + (1 + aB)A\%g () + X'g(t) = 0.
Para encontrar a solugao geral resolvemos o polindmio caracteristico na varidvel ~,
p(y) =7 + X2 + (L+ af)A?y + A

Resolver o polinomio de terceiro grau, devemos lembrar o algoritmo de Cardano, dado pelas
férmulas,

f(x) = 2%+ az® +bx+c
Segundo Cardano as raizes sao dadas pelas expressoes

R1:A1/3—B—%a

R 1 A1/3 1B 1 /=3 (A3 + B
2 2 2 3a 3< )
—_l 1/3_‘_} _l — A/ — 1/3

XIIT ERMAC Universidade Tecnoldgica Federal do Parand



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 39

onde

A= —ap— S0
503 37 18
B_3b—a2

9A1/3

Assim sendo, as raizes do polinémio caracteristico para o caso que a = =1
p(7) =77+ X7+ 227y + X

sao dadas pelas expressoes,

RL =AY _B 1)\%
3
1 1 1
R2 = —§A1/3 + 5B - gAi +v=3 (A1/3 + B)
1 1 1
3 _ A3, tp N2 /T 1/3
A B V=3(A B
R AT B3 3( + )
onde
Ao An AR /9608 — 3908 4 12A10 . _ 66X —
6 27 18 T 9AlB

Portanto a solucao geral é dada por

1 2 3
gn(t) = c1n efint 4y efint 4¢3, eftnt

Verifica-se que se A\, é grande todas as partes reais das raizes complexas sao negativas. Por isso

quando A, é grande temos
A

A
AP o Ba R
3 3
Portanto as partes reais das raizes complexas satisfazem, para indices, n suficientemente grandes
Re[RF] > —\y, k=1,23.
de onde concluimos que cada g, decai exponencialmente,

gn(t) < cpe Mt

para o indice n suficientemente grande.

Pode-se mostrar ainda que,

Re[RF] < —M, k=1,2,3 (3.29)
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onde M ¢é real positivo que nao depende de n. A demostracao deste fato nao é simples, veja

Duvaut [6]. Com isso concluimos que
en(t) < de, (0) e M

assim a energia decai exponencialmente. ]

Observacgao 5: A equacdo da onda com amortecimento friccional, dada por,

Ot — 0*u+~v0u=0 em ]0,L[x]0,T]
u(0,t) = u(L,t) =0
u(x,0) = up(z), Owu(x,0) =uy(x)
€ uma equacdo dissipativa, esta caracterizada por wm mecanismo interno que realiza uma perda
de energia. O deslocamento, pelas imersdes de Sobolev, decai exponencialmente.

O calor € outro mecanismo de dissipagao, diferenca de calor ou a diferenca de temperatura.

3.3 Decaimento da Solugao, ainda Dirichlet-Neumann

Utilizamos a identidade da energia, que sera exposta nos seguintes processos.

Multiplicando a equacao (3.39) por dyu e depois integrando,

L L L
/ afuﬁtudﬂv - / aguatudl‘ + a/ 0,00;udx =0
0 0 0

1d F L L
—— / |8tu|2dzn + / 8xu8t2xud:v + a/ 0,00,udx = 0.

Reescrevendo a tultima relacao teremos,

1d

L L
—— / [|0wul? + |0pul?] dz + a/ Oyudifdxr = 0. (3.30)

Multiplicando a equacao (3.40) por 6 e integrando:

1d L L L
55/ \912dx+/ \8x9\2da:+6/ 002, udx =0 (3.31)
0 0 0

Como temos
L L
/ 002, udx = —/ Opud,0dz,
0 0
somando a equagao (3.30) com a equagao (3.31) segue que,

d «

— = —— 9,.0|? - 9,0%dr — — 9,0\
E(t 07 dx < / .0|“dx / .0|“dx 3.32
dt ®) B Jo 1961 26 Jo 1961 26 Jo 0261 ( )
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onde

1 L
E(t) = 5/0 [|8tu|2 + |Opul? + %|9|2 dz.

Se obtemos um funcional, F'(t) tal que,
dF(t)

—5 S —cF(t) = F(t) < F0)e “,

teremos alcangado o nosso objetivo.

A seguir, integramos com relagao a z, equagao (3.40)

L L L
/ D10dx — / d20dx + 3 / % udx = 0.
0 0 0

Aplicando o Teorema Fundamental do célculo
d L
s / B — D,0(L, ) + 9,0(0, 1) + B0yu(L, t) — Bu(0,1) = 0
0
e pelas condigoes de fronteira (3.14) os termos apds a integral se anulam, logo

L L
%/ O(xz,t)de =0, entao / O(x,t)de =C(z) YVt>0.
0 0

Portanto, em particular para t = 0 observamos que

L L L
/0 H(x,t)dx:C(x):/O H(x,O)da::/O 0o(z)dz (3.33)

L
Pela hipétese da normalizacao / 0o(z)dz = 0. Caso contrério quando u = 0, § = 1, temos que
0

a solugao (u, ) com dados iniciais u, = u; = 0, 6, = 1 nao decai.

Agora, a partir da conclusao (3.33), temos,

L
/ O(x,t)dz =0 vt > 0.
0

Em resumo da desigualdade (3.32) e a desigualdade de Poincaré, temos

L
%E(t) < e, /0 0(, ) 2da. (3.34)

O nosso proposito é introduzir no membro da direta da desigualdade anterior os termos

L L
—/ |Oyul?dz, —/ |0puldz,
0 0

que fazem parte da energia do sistema.
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Multiplicando a equagao (3.39) por u e integrando:

L L L
/ udPudz — / ududx + a/ u0,0dx =0
0 0 0

d b L L L
—/ u(‘)tudac:—/ \(%Cu]zdx—i-/ ]E?xu\2da:+a/ Oyubdx
dt 0 0 0 0
1 L L o2 L
——/ |6mu|2d:n+/ |8tu|2dx+—/ 0|2 dx (3.35)
2 Jo 0 2 Jo

Das equagoes (3.34) e (3.35), temos:

d L co? Lo a [t
o {E(t)—i—s/o u@tudaj} < <co 5 )/0 |0)°dx 2ﬁ/0 0.0°dx
. (L L
——/ |8wu|2dx+€/ 1Oyul2dz
2 Jo 0

Integrando (3.40) de 0 até z, temos:

/ 010ds — / 0%0ds + 3 / 0%uds = 0
0 0 0

/ 0,0(s,t)ds — D,0(x, ) + Bou(z,t) = 0
0

Multiplicando por d,u e integrando de 0 até L,

L T L L
/ (/ 8t9ds> Orudzr — / 0,00udx + ﬁ/ |Oul?dz =0
0 0 0 0
d L T L T L L
— </ 9ds> Oyudzx —/ </ 9dx> 8t2uda; = / 0,00, udx — ﬂ/ ]E?tu]2da:
dt Jo 0 0 0 0 0

Substituindo no segundo termo da identidade anterior a equagao (3.39), integrando por partes

e usando a relagao (3.33), teremos,

%{/OL </Ox 9dx> atudx} = /OL </0x 9dx> 0y (Opu — ab)dx

L L
+/ amﬁatudzn—ﬁ/ |8tu|2d:£
0
L
:—/ 0(0zu — af) dm+—/ 9.0~/ BOyuda
0

L
—ﬂ/ |Opul®dx
2 Lot 2
<cs \0[ dx +9 \8 ul?dr + — 23 /., |0,0|"dx
ﬁ 2
- = |8tu| dz. (3.36)
2 Jo
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Finalmente das equagoes (3.35) e (3.36) temos:

d e\ B [Fa,

- < _ _= \ = =

Sa(r) < <co : >a/0 Slopda
L 4 L

2 18,6%dx + —%;/ 10[2dz
0 B Jo

e 4ed /L 9 4e /L 9
(= -= Ogul?dr + —= 0.0|°dx
(2 B > 0 19z 26% Jo 19:61

L L
- 26/ |Opu|?da — E/ |Opu)?da.
0 0

L L T
L(t)=E(t) + E/O udyudz + 4—;/0 (/0 9ds> Orudz

Tomando § << & pequenos, entao:

L
iL(t) < —KO%/ [%\6]2 + |0pu)?® + yatuyﬂ dz.
0

onde

dt

Notamos que existem constantes c3 e ¢o tal que satisfazem

CgE(t) < ﬁa(t) < CgE(t) (337)
de onde temos
1 L
c3B(t) < L(t) < @5/ [%19\2 + |0pul?* + [Opul?| da (3.38)
0
Também obtemos da relagao (3.37)
d K,
—Lt) < ——L(t
FOES
Novamente
Ko
E(t) < iL(t) < L) -~
C3 C3
e com isso mostramos o que desejavamos. ]

3.4 Condicao de Fronteira tipo Dirchlet-Dirchlet

Nos sistemas termoelasticos devemos fazer as seguintes identificacoes, 8 como a diferenca de

temperatura (do material), u como a posi¢ao do elemento e d,u sendo igual a deformagao.
O modelo termoelastico,
Ou—Pu+ad =0 xz€ J0,L[, t>0 (3.39)

00 — 020 + pO*u=0, ze 0,L[, t>0 (3.40)
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onde ad,f é o fluxo de calor e 39%,u é a velocidade do deslocamento e as correspondentes

condicOes iniciais e de fronteira,
u(z,0) = up(z), u(x,0) =wui(x), 0(x,0)=_0,(x) (3.41)
u(0,t) =u(L,t) =0 0(0,t) =60(L,t) =0 (3.42)
sendo esta ultima a condicao de Dirichlet o que significa que o material esta termicamente

isolado.

O sistema termoelastico formulado de forma geral é,

pO2u + 0y {S(0pu,0)} =0
A {N(0,0,u)} + 0, {Q(9,0, 0y, 0)} = 0

com 0;5(0,0) > 0 e 9,5(0,0) > 0.
Observagao 6: E necessdrio ter “boa informagdo sobre o caso linear”. Consideramos dados
iniciais em nos espacos ug € H(0,L) N H*(0,L), wuy € H}(0,L), 6, € H:0,L)N H?(0,L)

e bem requlares.

Se os dados iniciais estdo nesses espacos de Sobolev, entdo a solucdo estd nos espagos corre-

spondentes aos dados iniciais.

Pelo método de Galerkin, podemos verificar que a solucdo satisfaz,

ueC(0,T;Hy(0,L) N H?*0,L)) nC (0,75 H(0,L)) NC* (0,73 L*(0, L))
0 € C(0,T;Hy(0,L)NH*0,L)) NC'(0,T;H(0,L))

Aqui observaremos como as condi¢bes de Fronteira de tipo Dirichlet dificultam as técnicas

multiplicativas. Seja o seguinte sistema termoeléstico

Ou—Pu+ad0=0, xc ]0,L, t>0

010 — 020 + 2u=0, ze J0,L[, t>0

o
o
N

w(0,t) = u(L,t) =0, 6(0,t)=0(L,t) =0

o
B
ot

u(z,0) = up(x), Owu(x,0) =ui(x), O(z,t)=0,(x).

Multiplicando a equagao (3.43) por d;u e a equacdo (3.44) por %9 logo integrando de 0 até L

obtemos

d

L
_ @ 2
CB() = _B/o 10,02dz (3.47)
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onde

1 L
E(t) = 5/0 [@u!z + [Opul® + %19\2] dx.

Multiplicando a equacao (3.43) por wu,

d E L L L
— uOyudx — / |Oyuldx + / dpuldr + a/ ud0dxr = 0
dt Jo 0 0 0

logo

d b L L L
—/ udyudz :/ |Oyu|?dx —/ |0pu|*dz +a/ 00, udx
dt Jo 0 0 0

L 1 L a2 L
g/ |8tu|2dx——/ |8mu|2d:1:+—/ 02dz
0 2 /o 2 Jo

/ 0,0(s,1) ds — 9,8(,t) + 0,6(0,1) + Bdyu(w,t) = 0
0

Por outro lado

pois

u(0,t) =u(L,t) =0, entdao Jwu(0,t) = dyu(L,t) =0.

Além disso, as derivadas sdo com respeito ao tempo, pois em relacdo a x teremos termos

pontuais, sem nenhuma informagao.

Derivando em relacao a t a equagao (3.43),

Bu—02 u+ad?0=0 zc J0,L[ t>0 (3.48)

0 — 02,0+ 02, u=0 xzc J0,L[ t>0 (3.49)
e condicoes iniciais,
0(x,0) = 60,(z), u(z,0)=us(x), Owu(z,0)=ui(z).
Temos a condic¢ao de compatibilidade: Tomando ¢ — 0 nas equagdes (3.43) e (3.44),
Fu(z,0) — O?u(x,0) + adyf(z,0) =0

00(x,0) — 920(x,0) + BO%u(x,0) =0

Assim, isolando a segunda derivada no tempo para u e a primeira derivada no tempo para 6

temos,

Pu(z,0) = uy(z) — adyb,(x)
010(z,0) = 020, () — B0 u ()
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Quando x — 0 ou quando z — L, devemos ter:

92u(0,0) =0, 02u(L,0) =0, 8:0(0,0)=0, 86(L,0)=0.

Portanto, temos as seguintes relacoes de compatibilidade
%u,(0) — adyb,(0) = 0, 0%uy(L) — d,0(L) =0
9300(0) = Bu1(0) = 0, 920,(L) — BBzur (L) = 0.

Quando os dados iniciais pertencem a C§°, as condicoes acima se verificam de maneira trivial.

Multiplicando a equacdo (3.48) por d?u e a equacao (3.49) por %&0,

d a (F
—Es(t) = —= 20|
o 2(t) 3/, |05,0|"d

onde
L o
Es(t) :/ <\a§u\2+ |0%,ul® + Eyate)P) da.
0

Multiplicamos a equacio (3.44) por 02,u e integramos de 0 até L,

L L L
/ 9,00%,udx — / 02002, udx + 3 / D2 uldr =0
0 0 0

d L L L L
a/o Hagtudm—/o Hﬁgttudx:/o agﬁﬁitudx—ﬁ/o 2 udx

Substituindo a equagao (3.40)

d [L L L L
E/ 002, udx = —/ amﬁafudl‘+/ agﬁﬁitudx—ﬁ/ o2 udx
0
L

:—/ 0,0 [02u — a0, 0] d:z:—l—/ 92002 udx

B / 02l da

/ 2ud,0dx + o / 10,0|%dx + / 92002 udx

logo

_3 / 102, ul2dz (3.50)

Para introduzir o termo 920, multiplicamos a equacio (3.43) por —32,,u e a equagio (3.44) por

e
——026 temos:

g

L L L
- / OFud3 udx + / O*ud3 udr — o / 0,007 udx = 0
0 0 0

L a a L L
— / —0,00%0dx + — / 0202 dx — / D2 ud*0dx =0
o B B Jo 0
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Integrando por partes e somando,

ld 2,012 2,12 @ 2 @ 2 2
onu da:—l—/ Ozul“dx + / 0.0 dx}_ / 0:0(x,t)|"dx
2dt {/0 %z 0 19z B Jo 0:8] B Jo 1020z 9)

L
+ 00, 0(z, )02 u(x, t) (3.51)
0
Multiplicando a equacao (3.43) por —d2u,
L L L
—/ 8t2u8§ud:v—|—/ |8§u|2dx—oz/ 0,00%udx = 0
0 0 0
logo
d L L L
—/ 8tu8§udl‘—|—/ |8§u|2d:p—a/ 0,00%udr = 0
dt Jo 0 0
portanto
d (L L L L
——/ 8tu8§udl‘+/ Qud u = —/ |8§u|2dx+oz/ 0,007 udz.
dt Jo 0 0 0
Finalmente
d [ L L L
—/ atuaiuda;:/ \8gtu]2da:—/ \8gu\2da:+a/ D,002udx
dt Jo 0 0 0
L 2 2, 1 L 2,12 a_2 L 2
< |07 u|dx |0Zu|*dx + |0,.0|*dz.
0 2 Jo 2 Jo
Lembrando que temos as seguintes variacoes
d @ d @
—FE(t) = —= .02 —FEs(t) = —= 2 0>
B0 =5 [ 1.0Pdz, G Ba0) == [ 10807
d o 202 2 g
aE:g(t) = 3 |0:0|°dx — a0, 0(x, t)05,u(z,t)
0
onde cada energia esta dada por,
1t 2 2, @2 Lt 212 2 12, @ 2
Ey(t) = —/ (0l + 00> + S102)dz,  Eslt) = —/ (162ul? + 10%ul® + 210,61 de
2 Jo B 2 Jo B
1t 2 12 2,12 L & 2
Es(t) =5 [ (10zul” +[0zul” + £|0:6]7)dx
2 Jo B
Derivando as seguintes expressoes,
d L L 1 L o2 L
—/ aguatudajg/ \(‘ﬁtulzda:——/ \8§u\2da:+—/ 0,0|?dx
L L L
:/ |8§tu|2d:£—/ (83u8w9+a8w02)dx+/ 02002 udzx. (3.52)
0 0 0
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d [T L L L
—/ 00 udx < —ﬁ/ |8§tu|2d:p—/ 8§u8m0dx+oz/ 0,0 dx
dt Jo 0 0 0
Lot \/_ 2
+ —/ 050~/ B 05, udx (3.53)
VB Jo !
Agrupando e aplicando uma identiadde numérica,
d " 2 2
a ), 98tuda;<——/ lﬁtu\da:+2ﬂ/ |0260)da
—/ (020,60 — |0,0%] da
0
Multiplicando a equagcao (3.52) e (3.53) por e somando-as,
L L L L
4 é/ cﬁuatuda;—k/ 002,udx ¢ < —é/ |Oprul?da — é/ O*utda
504 / 1 L 202
L
—/ O*ud,fdzx.
0
Finalmente
d B B[ e e
il 0 A _P
L <5 |a wPda =5 [ 2P
Ba? ) / L 2 1 / Lo
+la+—5+— 0,0]"dx + — 0.0\ dx
< 5T a ) )y g ) 100
onde
Bty e
Fi(t)== Ozulpudx + 005, udzx.
2 Jo 0
A seguir mostramos um resultado simples que nos ajudard a provar o resultado principal
Lema 3.1. Se v(=v(x,t)) é uma solugao fraca de
v —0%v=1f em 0,L[x]0,T] (3.54)

onde

ve C(0,T;L*0,L))NnC (0,T;H(0,L)) e feL?(0,T;L%(0,L)).

Entao € vdlido a sequinte identidade

L
%/ (m - g) Oy Opvdar = — (m - £> [|8tv| + |0z ul ]
0

L

0

I L L
+ - / 10| + |0pv|2da — / (m - —> Opvfdr (3.55)
2 Jy ) 2
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Demonstracao. Vamos mostrar no caso em que

ve C¥H0,T; L) NnCH0, T; HY)YnC(0,T; H?), ou wveCY0,T;H*™), i=0,1,2.

Por densidade obtemos o resultado para solugoes fracas. Multiplicando a equagao (3.54) por

(a; — %) Oy v:

L L L
/ afu (x—£> amvdzn—/ 8%1) (x—£> amvd:r:/ (x—£> Ogvf dx
0 2 0 2 0 2

Il -[2

Resolvendo cada somando obtemos,

d (L L L LY oo
I, = a/0 Opv (m — 5) Oyvdx —/0 Oy (m - 5) Oyvdz
L

também
L 1 [F L\ d
I, = —/0 d%v <:17 — —> Ozvdr = —5/0 ( - §> £|8N|2d$
_ 1 L of b L [T o
3 <:17 - 5) |0, 0] ‘0 + 5/ |0z v]“dx
Somando I; com Iy tem-se a identidade (3.55). O

Observacao 7: Quando temos d,v(L,t) € L?(0,T)
L

- (:17 - g) [Br0(a. )P + 100, 0P]| = - (x _ g) (802 (L, 1) + 0,0*(L, )]

0

+ <a: — g) [0,0%(0, 1) + 0,v*(0,1)]

Na identidade,

L
% <a: - g) D0, vdz — —g [B0(L, £)? + Da0(L, 1) + 80(0,1)% + By0(0,£)?]
0
1 F 5 5 L L
+= | (|0w|* + |Ozv|*)dx — x— — | Opvfdx
2 Jo 0 2
Integrando,

L (T L L
= / [0pv(L,t)* + 0,v(L, 1) + 0,v(0,1)* + 0,v(0,1)?] dt = —/ <x - 5) Z?tv(‘)xvdx‘
0

2 0
1 T L
+—/ /(\Htvlz—klaxvlz)da:dt
2Jo Jo

(-5 sota
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Observagao 8: A ultima identidade implica que o traco das derivadas de v estd bem definida.

Esta propriedade é conhecida como “regularidade oculta”.

Voltando ao decaimento,

O*u — 0*u = —ad,0

Derivando em relagao ao tempo, temos:

OBu— 03 u = —ad?,b.
Note que dyu(0,t) = dyu(L,t) = 0. Usando o Lema 3.1, com v = OJyu, temos
d - 2
i Jy x—— 0P ud? tudaf:———“ 2.u(0,L)|? + |02,u(L, t)| ]

1 212 2,12 b oo L\

+ —/ (|05u)” + |0ful?)dx — a/ 05,0 <:17 - —> o5 udr

2 Jo 0 2

Da equagdo, 0?u = 0%u — ad,0 de onde,

|0%u)? < 2|10%u|* + 202|0,6%.

Assim,
d [* LY o oo Lo 2 2 2
1 r—== at uathdm < -5 [|amtu(07t)| + |amtu(L’t)| ]
dt Jo 2 2
L L L2 2
+/ (|a§u|2+|a§u|2)dm+a2/ 10,02dz + / 102,0|2dz. (3.56)
0 0
Estimando,

a@@@xtu‘ ‘<a\/|600t|2—|—|80Lt|2\/| 2,u(0,1)]? + |02,u(L, t)[?

~ [10:6(0, O +10.0(L, )] + 5 ~ [102u(0, )2 + [0 (L, ) 2]
Pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg; para qualquer w € H' () temos,
1 1
|w|L°°(Q) < CHszQ(Q) ||w||]2{1(9)
Assim, reescrendo a desigualdade anterior:

|w<x>|sc( / 2d$> < / 8w2d:1:>
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Aplicando para 0,0(x,t):

1 1

L 1 L 1
]8x9(x,t)]§c< / 8x92dx> ( / (8x92+8§92)dx>
0 0

Portanto:
1 1
L 2 L 2
|8m9(:1:,t)|2§c</ 8x02dx> (/ (ax92+a§92)dx>
0 0
L 2 L 3 L 3
§c< / 8x02dx> < / 6m02d:1:> +< / age2d:p>
0 0 0
1 1 1
L 2 L 2 L 2
§c< / 8x02dx> +c< / 8x92dx> < / age%:p) .
0 0 0
Finalmente,

L L
10,0(x,t)|? Sca/ ]8x0]2dx+52/ |0260)da.
0 0

Donde segue que,
L L L €
aameaitu‘o ‘ < ce/ |0,0%dx + ae/ |020|%dx + 3 [102,u(0,)|* + |02,u(L, t)[*]
0 0

Lembrando que,

L L
iEg,(t) = _%/ |0%0|%dx — a@ﬁﬁgtu‘
0 0

dt
a L L
< - (— —a&?)/ yaiedea;JrcE/ 10,0|*da
g 0 0

+ % [105:u(0,4)]* + [Onu(L, )] (3.57)

2
Somando a equacao (3.56) com a equagao (3.57) e multiplicando o resultado por fgz
d o L
—Ft)<— -~ 20%d
< (5-ac) [ itopa
L
~ e [0, + 2u(L 0P + = [ [0.0Pda
0
2 [T 2 g2 2¢ [F o 2,12
+eLa /0 |0%,0] da:+f/0 (|10zu|” + |0zu|*)dz (3.58)

onde

L
Fi(t) = E5(t) + §/ (:17 - £> Ot udyudz
L/ 2
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Da equagao (3.58) multiplicada por a obtemos:

L
%Fg(t) < — <2g - as) / |020|?dw — € [02,u*(0, L) + 92 (L, t)]
0

L 2 L
v [ los0Pdo - (O;—ﬁ - f)/ (102uf? + |02 uf?)da
0 0

onde

2¢ (L LY\ o .0
Fy(t) = E5(t) + T / z-3 Ojudzudr + aFy ().
0

Lembrando que,

Y ouorde. Lty =2 [ 1626pd
T ; dt 2 - ﬂ 0 ot :

d «

=75,

Agora tomando L(t) = NE1(t) + Es(t) + F»(t), satisfaz:

d L
@L(t)s—v/ (1201 + 10501 + 1001 + [02ul” + |07,ul?) da
0

N(t)

Para N suficientemente grande e € pequeno. Também temos:
Co [E1(t) + Eq(t) + Fo(t)] < L(t) < eaN(t)

sendo a tultima desigualdade dada pela desigualdade de Poincaré. O
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