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Caṕıtulo 1

Problema Eĺıptico estacionário

Em 1982, D. Cioranescu e F. Murat [6] consideraram o seguinte problema eĺıptico: Encon-

trar uε solução de: 


−∆uε = f, em Ωε

uε = 0, sobre Γε,

onde f é dada em H−1(Ω), e Ωε denota um domı́nio “perfurado” do RN , aberto e limitado,

obtido de Ω através da extração de um conjunto Sε de buracos Sε
i distribúıdos periodicamente

na direção de cada eixo coordenado, ou seja, Ωε = Ω/Sε, onde Sε =
N(ε)⋃

i=1

Sε
i com N(ε) tendendo

para o infinito quando ε tende para zero.

Figura 1.1: domı́nio Ωε, para N = 2

Cada buraco Sε
i está em uma célula de dimensão (2ε)N . No caso N = 2, tal célula é representada

na figura 1.2, onde Sε
i é um buraco e aSε

i
representa o tamanho do buraco. Para se ter uma

noção do tamanho dos buracos, para N = 3 tal tamanho é da ordem de ε3.

Em vez de hipóteses geométricas diretas sobre os buracos Sε
i , admite-se a existência de uma
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Figura 1.2: célula com dimensão 2ε× 2ε

famı́lia adequada de funções testes, dada pelo seguinte quadro funcional abstrato:




Existe uma sequência de funções (wε, µε, γε) tais que:

(i) wε ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω), ‖wε‖L∞(Ω) ≤ M0;

(ii) wε = 0, em Sε,

(iii) wε ⇀ 1, fraco em H1(Ω), e q.s. em Ω

(iv) µk ∈ [W−1,∞(Ω)]N ,

(v) −∆wε = µε − γε onde µε, γε ∈ H−1(Ω)

µε → µ, forte em H−1(Ω)e〈
γε − νε

〉
Ω

= 0 para todo νε ∈ H1
0 (Ω)

tal que νε = 0 em Sε.

Utilizando a extensão ũε de uε a todo Ω, definida por:

ũε =





uε = em Ωε

0 = nos buracos Sε =
N(ε)⋃

i=1

Sε
i ,

demonstra-se que

ũε ⇀ u, fraco em H1
0 (Ω),

quando ε → 0, onde ũε é a única solução do problema original, para cada ε > 0 fixado, estendida

por zero nos buracos, e u é a única solução do problema homogeneizado




−∆u + µu = f, em Ω

u = 0, sobre Γ,

onde µ é uma medida de Radon, não negativa, pertencente a H−1(Ω). Essa medida aparece

nesse estudo e está ligada ao comportamento da capacidade do conjunto Sε, quando ε → 0.

A condição sobre os buracos necessária para a construção do quadro funcional de hipóteses -

fundamental na demonstração dos resultados, é que os buracos sejam “pequenos”, isto é, que o
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diâmetro aSε
i

dos buracos seja assintoticamente menor ou igual ao “diâmetro cŕıtico” aε, dado

por

aε =





C0ε
( N
(N−2)

)
, para N ≥ 3,

δε exp(−C0
ε2 ), para N = 2,

onde C0 > 0 está fixado e ε2 log δε → 0, quando ε → 0. Quando o diâmetro dos buracos é o

cŕıtico, µ é uma constante estritamente positiva. Neste caso, aparece na equação limite o termo

adicional de ordem zero µu.

Em [5] obtém-se ainda o resultado de correção

ũε = wεu + rε, com rε → 0, forte em H1
0 (Ω),

que diz que wεu é uma boa aproximação para a solução do problema original.
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Caṕıtulo 2

Equação de Navier-Stokes

estacionária

Em 1990 G. Allaire [1] trabalhou com a homogeneização de problemas envolvendo escoa-

mentos com obstáculos. Em particular, considerou o seguinte sistema de Stokes:





Encontrar (uε, pε) ∈ [H1
0 (Ωε)]N × [L2(Ωε)/R];

∇pε −∆uε = f, em Ωε

div uε = 0, em Ωε.

Considerando-se Ωε como apresentado no caṕıtulo 1, ou seja, com as mesmas condições geométricas
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sobre os buracos, pode-se construir o seguinte quadro abstrato de hipóteses:




Existe uma sequência de funções (wε
k, q

ε
k, µ

ε
k)1≤k≤N tais que:

(i) wε
k ∈ [H1(Ω)]N , qε

k ∈ L2(Ω),

(ii)




∇.wε

k = 0, em Ω

wε
k = 0, nos buracos Sε

i ,

(iii)





wε
k ⇀ ek, fraco em [H1(Ω)]N , onde ek é o

k-ésimo vetor da base canônica do RN ,

qε
k ⇀ 0, fraco em L2(Ω)/R,

(iv) µk ∈ [W−1,∞(Ω)]N ,

(v)





Para cada seqüência vε e para cada v tal que



vε ⇀ v, fraco em [H1(Ω)]N ,

vε = 0, sobre os buracos Sε
i ,

e para cada φ ∈ D(0, T ), temos〈
∇qε

k −∆wε
k, φvε

〉
H−1,H1

0 (Ω)
→

〈
µk, φv

〉
H−1,H1

0 (Ω)
,

(vi) Existe uma aplicação linear Rε tal que



Rε ∈ L([H1
0 (Ω)]N , [H1

0 (Ωε)]N ),

u ∈ [H1
0 (Ωε)]N ⇒ Rεũ = u, em Ωε,

∇.u = 0, em Ω ⇒ ∇.(Rεu) = 0, em Ωε,

‖Rεu‖H1
0 (Ωε) ≤ c.‖u‖H1

0 (Ω), e c não depende de ε.

Se o diâmetro dos buracos for da mesma ordem que o diâmetro “cŕıtico”, isto é, se aSε
i
∼= aε,

mostra-se que

(ũε, Pε(pε)) ⇀ (u, p), fraco em [H1
0 (Ω)]N × [L2(Ω)/R],

onde ũε é a extensão de uε por zero em Ω − Ωε, Pε é uma extensão da pressão pε, e (u, p) é a

única solução do problema homogeneizado




Encontrar (u, p) ∈ [H1
0 (Ω)]N × [L2(Ω)/R];

∇p−∆u + Mu = f, em Ω

div u = 0, em Ω,

onde M é uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos Sε
i , e Mu é um

termo linear da velocidade, de ordem zero;

Em [1] obtém-se ainda os resultados de correção

ũε = Wεu + rε, com rε → 0, forte em [W 1,q
0 (Ω)]N ,
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Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) · 2009 viii

onde Wε é a matriz formada pelos vetores coluna (wε
k)

N
k=1, e q = N

N−1 se N ≥ 3 ou 1 ≤ q < 2,

se N = 2; e

Pε[pε − p− u.Qε] → 0 forte em L2(Ω)/R,

onde Qε é o vetor de componentes qε
k.

No mesmo trabalho são considerados também os casos onde o diâmetro dos buracos é assintot-

icamente menor que o “cŕıtico”, isto é, aSε
i

< aε (buracos pequenos); e onde o diâmetro dos

buracos é assintoticamente maior que o “cŕıtico”, isto é, aSε
i

> aε (buracos grandes); porém

preservando certas proporções.
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Caṕıtulo 3

Mais alguns problemas

3.1 Equação da onda - equação de evolução

No artigo apresentado em 1991 por D. Cioranescu et all. [5], estudou-se a homogeneização

da equação da onda




u′′ε −∆uε = fε, em Ωε × (0, T ), T > 0

uε = 0, sobre Γε × (0, T )

uε(x, 0) = u0
ε, em Ωε

u′ε(x, 0) = u1
ε, em Ωε,

com u0
ε ∈ H1

0 (Ωε), u1
ε ∈ L2(Ωε), fε ∈ L1(0, T ; L2(Ωε)), e





ũ0
ε ⇀ u0, fraco em H1

0 (Ω),

ũ1
ε ⇀ u1, fraco em L2(Ω),

f̃ε ⇀ f, fraco em L1(0, T ;L2(Ω)).

A situação geométrica e o quadro abstrato de hipóteses para esse problema são análogos aos

do problema eĺıptico estacionário; a diferença e a dificuldade é que este problema envolve de-

pendência do tempo. Considerando-se o tamanho dos buracos, mostrou-se que

ũε ⇀∗ u, fraco-estrela em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)) ∩W 1,∞(0, T ; L2(Ω)),

onde ũε é a única solução do problema original, para cada ε > 0 fixado, estendida por zero nos
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buracos, e u é a única solução do problema homogeneizado




u′′ −∆u + µu = f, em Ω× (0, T ), T > 0

u = 0 sobre Γ× (0, T )

u(x, 0) = u0, em Ω

u′(x, 0) = u1, em Ω,

onde µ é uma medida de Radon não negativa, sendo positiva quando o tamanho dos buracos é

o cŕıtico.

Para esse problema, o resultado de correção é o seguinte:

ũε = wεu + rε, com rε → 0, forte em C0([0, T ];W 1,1
0 (Ω)).

3.2 Equação do calor - equação de evolução

Em 2002, J. S. Souza [10] estudou a homogeneização da equação do calor




u′ε −∆uε = fε, em Qε = Ωε × (0, T ), T > 0

uε = 0, sobre Σε = Γε × (0, T )

uε(x, 0) = u0
ε(x), em Ωε,

satisfazendo as seguintes condições:




u0
ε ∈ H1

0 (Ωε),

f ′ε = f ′1ε + f ′2ε ∈ X, onde

X = L1(0, T ;L2(Ωε)) + L2(0, T ;H−1(Ωε)),

fε(0) ∈ L2(Ωε)).

A situação geométrica e o quadro abstrato de hipóteses para esse problema são análogos aos do

problema eĺıptico estacionário; a diferença e a dificuldade também está no fato de o problema

envolver dependência do tempo. Considerando o tamanho dos buracos, mostrou-se que

ũε ⇀∗ u, fraco-estrela em L∞(0, T ;V ) ∩W 1,∞(0, T ; L2(Ω)) ∩W 1,2(0, T ; H1
0 (Ω)),

onde V = H1
0 (Ω)∩L2(Ω, dµ), ũε é a única solução do problema original para cada ε > 0 fixado,

estendida por zero nos buracos, e u é a única solução do problema homogeneizado




u′ −∆u + µu = f, em Q = Ω× (0, T ), T > 0

u = 0 sobre Σ = Γ× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), em Ω

u ∈ C0([0, T ]; V ), em Ω,
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onde µ é uma medida de Radon não negativa, estritamente positiva quando o tamanho dos

buracos é o cŕıtico.

Para esse problema, o resultado de correção é o seguinte:

ũε = wεu + rε, com rε → 0, forte em L2(0, T ; W 1,1
0 (Ω)).

3.3 Equação hiperbólica com um termo de pressão

Em 1995, J. S. Souza [9] estudou a homogeneização do seguinte problema misto para a

equação hiperbólica com um termo de pressão:





u′′ε −∆uε +∇pε = fε, em Qε = Ωε × (0, T ), T > 0

div uε = 0, em Qε

uε = 0, sobre Σε = Γε × (0, T ), Γε = ∂Ωε

uε(x, 0) = u0
ε, e u′ε(x, 0) = u1

ε, em Ωε,

onde as fronteiras Γ e Γε são de Lipschitz, e os dados u0
ε, u1

ε e fε satisfazem:





u0
ε ∈ Vε ∩ [H2

0 (Ωε)]N ,

u1
ε ∈ Vε,

fε ∈ W 1,1(0, T ; Hε),

com 



ũ0
ε ⇀ u0, fraco em V ∩ [H2(Ω)]N ,

ũ1
ε ⇀ u1, fraco em V,

f̃ε ⇀ f, fraco em L1(0, T ;H),

f̃ ′ε e f̃ε(0) uniformemente limitadas, respect., emL1(0, T ; H) e emH,

onde Vε = {v; v ∈ [H1
0 (Ωε)]N , div(v) = 0 sobre Ωε}, Hε = {v; v ∈ [L2(Ωε)]N ,

div(v) = 0 sobre Ωε, com v.ν = 0 sobre Γε}, e V e H são os espaços equivalentes para ε = 0.

A situação geométrica e o quadro abstrato de hipóteses para esse problema são análogos aos

da equação de Navier-Stokes estacionário; a diferença e a dificuldade é que agora o problema

envolve dependência do tempo. Mostrou-se que





ũε ⇀∗ u, fraco-estrela em W 1,∞(0, T ; V ),

Pε(pε) ⇀ p, fraco em L1(0, T ; L2(Ω)/R).

onde ũε é a extensão de uε por zero em Ω−Ωε, Pε é o operador prolongamento da pressão, e o
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par (u, p) é a única solução do sistema homogeneizado




u′′ −∆u + Mu +∇p = f, em Q = Ω× (0, T )

div u = 0, em Q

u = 0, sobre
∑

= Γ× (0, T )

u(0) = u0, u′(0) = u1, em Ω

u ∈ C0([0, T ]; V ) ∩ C1([0, T ]; H),

onde M é uma matriz simétrica e positiva no seguinte sentido:

〈
Mφ, φ

〉
Ω)
≥ 0, ∀ φ ∈ [D(Ω)]N .

Os resultados de correção para esta equação são os seguintes:

ũε = Wεu + rε, com rε → 0, forte em C0([0, T ]; [W 1,1
0 (Ω)]N ),

onde Wε é a matriz formada pelos vetores coluna (wε
k)

N
k=1; e

∫ T

0
Pε(pε − p− u.qε)ψ(t)dt → 0 forte em L2(Ω)/R,

onde ψ ∈ W 1,1
0 (Ω) e qε é o vetor de componentes qε

k.
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Caṕıtulo 4

Problemas relaxados

Em 2004, G. Dal Maso e F. Murat [7] estudaram o problema de Dirichlet

−Au = f,

onde A é um operador eĺıptico linear de segunda ordem com coeficientes mensuráveis limitados

em Ω. Foi considerada uma sequência de problemas de evolução com condições de Dirichlet

lineares da forma 


−div(AεDuε) = f em Ωε

uε ∈ H1
0 (Ωε),

(4.1)

onde as matrizes Aε e os domı́nios variáveis Ωε dependem do parâmetro ε.

Os conjuntos Ωε, abertos, são todos contidos em um conjunto Ω ⊂ Rn, fixo, aberto e limitado,

e as matrizes Aε, definidas sobre Ω com coeficientes mensuráveis, são coercivas e limitadas. O

processo de homogeneização consiste em estudar o comportamento das soluções uε quando ε

tende para zero. Quando Ωε = Ω, existe uma subsequência ainda denotada por (Aε) e uma

matriz A0, chamada de H-limite de (Aε), tal que para cada f ∈ L∞(0, T ; H−1(Ω)), as soluções

vε dos problemas 



vε ∈ H1
0 (Ω),

−div(AεDvε) = f, em D′(Ω),

convergem fracamente em H1
0 (Ω) para a solução v0 de





v0 ∈ H1
0 (Ω),

−div(A0Dv0) = f, em D′(Ω),

e satisfazem também

AεDvε ⇀ A0Dv0, fracamente em L2(Ω,RN )).
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Sem fazer hipóteses adicionais sobre os conjuntos abertos Ωε, prova-se que existe uma sub-

sequência, ainda denotada por (Ωε), tal que para cada f ∈ H−1(Ω), as soluções uε de (4.1)

convergem para a solução u do problema




u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2(Ω, µ0),∫

Ω
A0Du0Dydx +

∫

Ω
u0ydµ0 =< f, y >,∀ y ∈ H1

0 (Ω) ∩ L2(Ω, µ0),
(4.2)

onde µ0 pertence a M+
0 (Ω), uma classe de medidas de Borel não negativas que tendem para

zero sobre qualquer conjunto de capacidade zero, mas que podem assumir o valor +∞ sobre

alguns subconjuntos de Ω.

Problemas do tipo (4.2) são chamados de problemas de Dirichlet relaxados, e têm sido estudados

para descrever os limites das soluções de (4.1), quando as matrizes Aε não dependem de ε. Por

outro lado, problemas do tipo (4.1) podem ser escritos como problemas de Dirichlet relaxados

por considerar as medidas µε, definidas por:

µε(B) =





0, se cap(B/Ωε) = 0,

+∞, caso contrário.

Pode-se considerar não somente o problema de Dirichlet (4.1) referente às medidas µε definidas

acima, mas num caso mais geral, estudar uma sequência de problemas de Dirichlet com medidas

arbitrárias µε ∈ M+
0 (Ω).

No estudo desta equação foi aplicada a seguinte noção de H-convergência: dados α, β ∈ R, com

0 < α ≤ β < +∞, define-se Mβ
α (Ω) como o conjunto de todas as matrizes A ∈ L∞(Ω,Rn×n)

tais que A(x) ≥ αI e (A(x))−1 ≥ β−1I q.s. em Ω. Uma sequência (Aε) de matrizes em Mβ
α (Ω)

H-converge para uma matriz A0 em Mβ
α (Ω), se, ∀ f ∈ H−1(Ω), a sequência uε de soluções dos

problemas 



uε ∈ H1
0 (Ω),

−div(AεDuε) = f, em D′(Ω)

satisfaz
uε ⇀ u0 fracamente em H1

0 (Ω)

AεDuε ⇀ A0Du0 fracamente em L2(Ω,Rn),

onde u0 é a solução do problema:




u0 ∈ H1
0 (Ω),

−div(A0Du0) = f, em D′(Ω).
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Caṕıtulo 5

Comentário Final

Os problemas apresentados nos caṕıtulos 1, 2 e 3 apresentam como restrição o fato de o

domı́nio Ωε ser obtido de Ω através da extração de buracos distribúıdos periodicamente com

peŕıodo ε > 0. O problema relaxado do caṕıtulo 4 apresenta uma dependência simultânea de

ε tanto nos coeficientes quanto nos domı́nios perfurados, que agora podem ser mais gerais. O

problema de Dirichlet relaxado é também mais geral .

O desafio que se apresenta agora é obter soluções para problemas semelhantes aos dos caṕıtulos

1 a 3, utilizando a técnica aplicada na solução do problema do caṕıtulo 4.
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1989.

[2] Brahim-Otsmane, S; Francfort, G. A.; Murat, F. Correctors for the homogenization of the

wave and heat equations. J. Math. Pures et Appl., 71, n.3, p.197-231, 1992.

[3] Cherkaev, A.; Khon, R. Topics in the mathematical modeling of composite materials. Andrej

Cherkaev and Robert Kohn Editors, Serie Progress in Nonlinear Differential Equations and
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Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) · 2009 xvii

[9] Souza, J.S. Homogeneização de alguns problemas de contorno. Tese. Universidade Federal

do Rio de Janeiro, Instituto de Matemática, 1995.
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Computacional, V. 21, n.2, p.461-484, 2002.
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