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Capitulo 1

Problema Eliptico estacionario

Em 1982, D. Cioranescu e F. Murat [6] consideraram o seguinte problema eliptico: Encon-
trar u. solugao de:
—Au. = f, em Q.

u. = 0, sobrel,,

onde f é dada em H~'(Q), e . denota um dominio “perfurado” do RY, aberto e limitado,

obtido de 2 através da extracao de um conjunto S, de buracos S; distribuidos periodicamente
N(e)

na dire¢ao de cada eixo coordenado, ou seja, Q. = §2/S;, onde S, = U S5 com N (e) tendendo
i=1

para o infinito quando ¢ tende para zero.
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Figura 1.1: dominio €., para N = 2

Cada buraco S esta em uma célula de dimensao (2€)N. No caso N = 2, tal célula é representada
na figura 1.2, onde S7 é um buraco e ags representa o tamanho do buraco. Para se ter uma

nocao do tamanho dos buracos, para N = 3 tal tamanho é da ordem de &3.

Em vez de hipéteses geométricas diretas sobre os buracos S, admite-se a existéncia de uma
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Figura 1.2: célula com dimensao 2¢ x 2¢

2

familia adequada de funcoes testes, dada pelo seguinte quadro funcional abstrato:

Existe uma sequéncia de fungoes (we, s, y:) tais que:
(i) we € HY(Q) N LX(Q), [Jwellze(o) < Mo;

) we =0, em Sg,

(iii)  we — 1, fraco em HY(Q), e q.s. em

)k € W)Y,
) —Aw. = pe — 7 onde pe,y. € H ()

pe — p, forte em H-1(Q)e

<% — 1/€>Q = 0 para todo v, € H}(Q)

tal que v. = 0 em S..

Utilizando a extensao u. de u. a todo €, definida por:

U = em ().
Ue = N(e)
0 = nos buracos S; = U S5,
i=1

demonstra-se que

U. — u, fraco em H}(Q),

quando £ — 0, onde . é a tinica solucao do problema original, para cada & > 0 fixado, estendida

por zero nos buracos, e u é a tnica solugao do problema homogeneizado

—Au+pu=f, emQ

u =20, sobrel,

onde p é uma medida de Radon, ndo negativa, pertencente a H~1(2). Essa medida aparece

nesse estudo e estd ligada ao comportamento da capacidade do conjunto S, quando € — 0.

A condicao sobre os buracos necessdria para a construcao do quadro funcional de hipéteses -

fundamental na demonstracao dos resultados, é que os buracos sejam “pequenos”, isto €, que o

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 v

diametro ag: dos buracos seja assintoticamente menor ou igual ao “diametro critico” a., dado

por
(wez)
= Coe ™=’ para N > 3,
.=
5-exp(52), para N =2,

onde Cy > 0 estd fixado e e?logd. — 0, quando ¢ — 0. Quando o didmetro dos buracos é o
critico, p é uma constante estritamente positiva. Neste caso, aparece na equacgao limite o termo

adicional de ordem zero pu.

Em [5] obtém-se ainda o resultado de corregao
U. = w.u + 1., comr. — 0, forte em H} (1),

que diz que w.u é uma boa aproximagao para a solucao do problema original.
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Capitulo 2

Equacao de Navier-Stokes

estaclonaria

Em 1990 G. Allaire [1] trabalhou com a homogeneizacao de problemas envolvendo escoa-

mentos com obstaculos. Em particular, considerou o seguinte sistema de Stokes:

Encontrar (ue,pe) € [HE(Q:)]Y x [L2(Q:)/R];
Vpe — Au. = f, em Q.

div us =0, em Q..

Considerando-se ). como apresentado no capitulo 1, ou seja, com as mesmas condi¢es geométricas
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sobre os buracos, pode-se construir o seguinte quadro abstrato de hipéteses:

Existe uma sequéncia de fungoes (wy, g5, 17,); <<y tais que:
() wie H@, g e X(Q),
. Vg =0, emQ
(i7)
wg =0, nos buracos S;,
wi — e, fraco em [H1(Q)]V, onde e é o
(7i7) k-ésimo vetor da base canonica do RY,
¢c — 0, fraco em L*(Q)/R,
(iv) € W)Y,
Para cada seqiiéncia v, e para cada v tal que
ve — v, fraco em [H' ()],
(v) ve = 0, sobre os buracos S,
e para cada ¢ € D(0,7T), temos

(Vai - Awg, ou.) = g, o)

H=,Hg (%) H=1HE(Q)
(vi) Existe uma aplicacao linear R. tal que

R. € L([Hg ()Y, [Hg (2)]Y),

u € [HYH Q)N = R = u, em (),

Vau=0, em Q= V.(Ru) =0, em ),

”REUHH(%(QE) < c.Hu||H3(Q), e cnao depende de €.

Se o diametro dos buracos for da mesma ordem que o diametro “critico”, isto é, se ass = e,
mostra-se que

(iies Po(pe)) — (u,p), fraco em [HA(Q)Y x [L2(Q)/R],
onde u. é a extensao de u. por zero em € — )., P. é uma extensao da pressao p., e (u,p) é a

Unica solugao do problema homogeneizado

Encontrar (u,p) € [H}(Q)]Y x [L3(Q)/R];
Vp—Au+Mu=f, emQ

divu=0, em ),

onde M é uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos S, e Mu ¢ um

termo linear da velocidade, de ordem zero;

Em [1] obtém-se ainda os resultados de correcao

U = Weu+7, comr. — 0, forte em [Wy4(Q)]V,
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onde W, é a matriz formada pelos vetores coluna (wi)i\;l, eq= % se N>3oul<qg<2,
se N=2;¢e
P.[p: —p — u.Qc] — 0 forte em L*(Q)/R,

onde @): é o vetor de componentes ¢j.

No mesmo trabalho sao considerados também os casos onde o diametro dos buracos é assintot-

icamente menor que o “critico”, isto é, ags < ag (buracos pequenos); e onde o diametro dos

buracos é assintoticamente maior que o “critico”, isto é, age > a. (buracos grandes); porém
1

preservando certas proporgoes.
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Capitulo 3

Mais alguns problemas

3.1 Equacao da onda - equacao de evolucao

No artigo apresentado em 1991 por D. Cioranescu et all. [5], estudou-se a homogeneizagao
da equacgao da onda
ul — Aue = fo, em Q. x(0,T7), T>0
ue =0, sobreI'c x (0,7)

ue(2,0) =u?, em Q.

| ui(,0) = ul, em Q.

com u? € H} (L), ul € L2(Q), f- € L}(0,T; L*(Q.)), e

) 1
u? — g, fraco em Hy(Q),

1 2
ul = wy, fraco em L*(Q),

fe = f, fraco em LY(0,T; L%(Q)).

A situacdo geométrica e o quadro abstrato de hipdteses para esse problema s&o andlogos aos
do problema eliptico estacionario; a diferenca e a dificuldade é que este problema envolve de-

pendéncia do tempo. Considerando-se o tamanho dos buracos, mostrou-se que
U *>u, fraco-estrela em L°°(0,T; H}(Q)) nWh>(0,T; L*(Q)),

onde U, é a uUnica solucao do problema original, para cada € > 0 fixado, estendida por zero nos
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buracos, e u é a tinica solucao do problema homogeneizado

(

v —Au+pu=f, emQx(0,T), T>0
u=0 sobreI x (0,7)

u(z,0) = ug, em Q

\ u'(2,0) =uy, em Q,
onde p é uma medida de Radon nao negativa, sendo positiva quando o tamanho dos buracos é

o critico.

Para esse problema, o resultado de correcao é o seguinte:

U. = w.u+re, comr.— 0, forteem C°([0,T7; WOII(Q))

3.2 Equacao do calor - equacao de evolucao

Em 2002, J. S. Souza [10] estudou a homogeneizacao da equagao do calor
ul — Aue = fe, em Q. = Q. x (0,7), T >0
ue =0, sobre X* =T, x (0,7T)
ue(z,0) = ul(z), em Q,
satisfazendo as seguintes condigoes:
ud € Hy(9e),
fl=fi. + f5. € X, onde
X = LY0,T; L?(2)) + L*(0,T; H1 (),
f:(0) € L*(0)).

A situacao geométrica e o quadro abstrato de hipéteses para esse problema sao analogos aos do
problema eliptico estacionario; a diferenca e a dificuldade também estd no fato de o problema

envolver dependéncia do tempo. Considerando o tamanho dos buracos, mostrou-se que
U *> u, fraco-estrela em L°°(0,T;V) N WH(0, T; L2(Q)) N W2(0, T; Hy (),

onde V = H}(Q)NL*(Q, du), e é a tinica solugao do problema original para cada ¢ > 0 fixado,

estendida por zero nos buracos, e u é a Unica solucao do problema homogeneizado

W —Aut+pu=f, emQ@=Qx(0,T), T>0
u=0 sobre X =T x(0,7T)
u(x,0) = u(z), em Q

u € C°[0,T); V), em Q,

XIII ERMAC Universidade Tecnolégica Federal do Parana



Synergismus Scyentifica UTFPR 04 (2) - 2009 xi

onde i é uma medida de Radon nao negativa, estritamente positiva quando o tamanho dos

buracos é o critico.

Para esse problema, o resultado de correcao é o seguinte:

U. = weu+re, comr. — 0, forteem L?(0,T; WOU(Q))

3.3 Equacao hiperbdlica com um termo de pressao

Em 1995, J. S. Souza [9] estudou a homogeneizacao do seguinte problema misto para a
equacao hiperbdlica com um termo de pressao:

;

u! — Auc +Vp. = fo, em Q. =Q: % (0,T), T >0
div ue =0, em Q;

ue =0, sobre ¥, =T, x(0,T), I'c =09,

[ ue(,0) =ul, e ul(r,0)=ul, em Q,

onde as fronteiras I' e I'. sdo de Lipschitz, e os dados u?, u!l e f. satisfazem:

ul € Vo N [HF ()N,
ul € Ve,
fE E Wl’l(oaT; H€)7

com

U. — U

0 fraco em V N [H*(Q)]V,

— !, fraco em V,

0
iz

fo — f, fraco em L'(0,T; H),

fz ef;(O) uniformemente limitadas, respect., em L' (0, T; H) e em H,
onde Vz = {v; v € [H}(Q)]Y, div(v) = 0 sobre Q.}, H. = {v; v € [L2(Q)]Y,

div(v) = 0 sobre €., com v.v =0 sobre I';}, e V e H séo os espagos equivalentes para ¢ = 0.

A situacdo geométrica e o quadro abstrato de hipéteses para esse problema s&o andlogos aos
da equacao de Navier-Stokes estacionario; a diferenca e a dificuldade é que agora o problema

envolve dependéncia do tempo. Mostrou-se que

Ue 2> u, fraco-estrela em W1>°(0,T;V),

P.(p:) — p, fraco em L'(0,T;L?*(2)/R).

onde U, é a extensao de u. por zero em ) — ., P. é o operador prolongamento da pressao, e o
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par (u,p) é a unica solugao do sistema homogeneizado

(u”—Au—i—Mu—FVp:f, em Q =Q x (0,7)
divu=0, em Q

u=0, sobre > =TI x(0,T)

u(0) = u’, v/ (0) =u!, em Q

we G0, T V)nCH([0,T); H),

onde M é uma matriz simétrica e positiva no seguinte sentido:
(M6,0), 20, ¥ 6 e D@,

Os resultados de corregao para esta equagao sao os seguintes:

Ue = Weu+re, comr. — 0, forte em C°([0,T7; [Wol’l(Q)]N),

onde W é a matriz formada pelos vetores coluna (wi)N e

k=1’
T
/ P.(pe — p — u.q.)¢(t)dt — 0 forte em L*(Q)/R,
0

onde Y € Wol’l(Q) e ¢. ¢ o vetor de componentes gj.
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Capitulo 4

Problemas relaxados

Em 2004, G. Dal Maso e F. Murat [7] estudaram o problema de Dirichlet
7*’4“ = f’

onde A é um operador eliptico linear de segunda ordem com coeficientes mensuraveis limitados
em (). Foi considerada uma sequéncia de problemas de evolucao com condigoes de Dirichlet

lineares da forma

—div(4°Du,) = f em Q°
(4.1)
Us € H&(QE),

onde as matrizes A° e os dominios varidveis {2° dependem do parametro €.

Os conjuntos €2¢, abertos, sdo todos contidos em um conjunto 2 C R", fixo, aberto e limitado,
e as matrizes A, definidas sobre {2 com coeficientes mensuraveis, sao coercivas e limitadas. O
processo de homogeneizagao consiste em estudar o comportamento das solugoes u* quando €
tende para zero. Quando Q° = (), existe uma subsequéncia ainda denotada por (A%) e uma
matriz A°, chamada de H-limite de (A%), tal que para cada f € L>(0,7; H~(Q)), as solucdes
v® dos problemas

v° € Hy(9),

—div(A®Dv®) = f, em D'(Q),
convergem fracamente em HS(Q) para a solucdo v° de

00 € HE(Q),

—div(AY DoY) = f, em D'(),

e satisfazem também

A*Dv® — A°Do?, fracamente em L?(Q, RY)).
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Sem fazer hipdteses adicionais sobre os conjuntos abertos )¢, prova-se que existe uma sub-
sequéncia, ainda denotada por (€f), tal que para cada f € H~!(Q), as solucdes u® de (4.1)

convergem para a solucao u do problema

W € HY(Q) N LA(Q, 1),

/ A°Du’ Dydz —i—/ wydp® =< f,y >,V y € HY(Q) N L*(Q, u°),
Q Q

(4.2)

onde u¥ pertence a Mg (©2), uma classe de medidas de Borel nao negativas que tendem para
zero sobre qualquer conjunto de capacidade zero, mas que podem assumir o valor +oo sobre

alguns subconjuntos de ().

Problemas do tipo (4.2) sdo chamados de problemas de Dirichlet relaxados, e tém sido estudados
para descrever os limites das solugoes de (4.1), quando as matrizes A° ndo dependem de €. Por
outro lado, problemas do tipo (4.1) podem ser escritos como problemas de Dirichlet relaxados

por considerar as medidas u®, definidas por:

0, se cap(B/QF) =0,
pe(B) =
400, caso contrario.
Pode-se considerar nao somente o problema de Dirichlet (4.1) referente as medidas p® definidas

acima, mas num caso mais geral, estudar uma sequéncia de problemas de Dirichlet com medidas
arbitrérias uf € Mg ().
No estudo desta equagao foi aplicada a seguinte nocao de H-convergéncia: dados «, 8 € R, com
0 <a< B < +oo, define-se Maﬁ(Q) como o conjunto de todas as matrizes A € L>®(Q,R"*")
tais que A(z) > ol e (A(z))"! > 87 g.s. em Q. Uma sequéncia (A) de matrizes em MZ(Q)
H-converge para uma matriz A em MP (), se, V f € H71(Q), a sequéncia u¢ de solucdes dos
problemas

u € Hy(9),

—div(A°Duc) = f, em D'(Q)

satisfaz
u® — u® fracamente em H(Q)

ADu¢ — A°DuP fracamente em L?(2,R™),
onde 1 é a solucio do problema:

u’ € Hy(),
—div(A°Du0) = f, em D'(Q).
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Capitulo 5

Comentario Final

Os problemas apresentados nos capitulos 1, 2 e 3 apresentam como restricao o fato de o
dominio 2. ser obtido de €2 através da extracao de buracos distribuidos periodicamente com
periodo € > 0. O problema relaxado do capitulo 4 apresenta uma dependéncia simultanea de
€ tanto nos coeficientes quanto nos dominios perfurados, que agora podem ser mais gerais. O

problema de Dirichlet relaxado é também mais geral .

O desafio que se apresenta agora é obter solugoes para problemas semelhantes aos dos capitulos

1 a 3, utilizando a técnica aplicada na solugcao do problema do capitulo 4.
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